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Kapitel 1

Einleitung

Die klassische Komplexitétstheorie beschéftigt sich mit der Komplexitét von Algorithmen,
welche aus endlichen 0-1-Folgen neue endliche 0-1-Folgen produzieren. Da die Konzentra-
tion auf derartige Algorithmen manchmal limitierend ist, wurden zunéchst von L. Blum,
F. Cucker und S. Smale in ihrem Artikel [2] Algorithmen iiber beliebigen Ringen un-
tersucht. Dieser Ansatz wurde spéter von J.B. Goode in [15] und von B. Poizat in [22]
weiter dahingehend verallgemeinert, daf§ den betrachteten Algorithmen (fast) beliebige
Strukturen zugrundeliegen konnten.

Die Formalisierung des informellen Algorithmusbegriffes wurde dabei einerseits von
Blum, Shub und Smale bewerkstelligt, indem FluBdiagramme, welche ein Programm einer
Maschine beschreiben, verallgemeinert wurden. Andererseits wurden unter anderem von
Poizat das Konzept der klassischen Turingmaschine mit einem den Algorithmus beschrei-
benden Programm und ebenso das Konzept der den Algorithmus darstellenden Schalt-
kreise verallgemeinert. Allerdings ist es bei allen diesen Konzepten erlaubt, Elemente des
Universums der zugrundeliegenden Struktur in die Berechnung mit einzubeziehen, welche
nicht Teil der Eingabe oder Konstanten der Struktur sind. Ein derartiger Algorithmus ist
nun aquivalent zu einem Algorithmus iiber der jeweiligen mit den entsprechenden Kon-
stanten verldngerten Struktur, welcher in seiner Berechnung nur auf seine Eingabe und die
Konstanten der Struktur zugreift. Es ist also auch interessant, solche ,parameterfreien®
Algorithmen zu untersuchen. Ein derartiger Ansatz liegt zum Beispiel den Arbeiten [14]
von P. Koiran oder [16] von A. Hemmerling zugrunde.

Wir werden im folgenden diesem Verstédndnis folgen und zunéchst in Kapitel 2 den
informellen Algorithmusbegriff in Anlehnung an [22] mittels des Begriffs der determinis-
tischen Turingmaschine iiber einer beliebigen Struktur formal fassen. Weiter werden wir
das klassische Konzept der nichtdeterministischen Turingmaschine auf beliebige Struk-
turen verallgemeinern. Mit diesem Riistzeug konnen wir dann analog zu den klassischen
Komplexitatsklassen P und NP die Klassen P, und NP ., iiber einer beliebigen Struktur
M untersuchen. In diesen wird versucht, die informellen Vorstellungen von schnell ent-
scheidbaren Problemen und von mittels gliicklichen Ratens schnell entscheidbaren Pro-
blemen zu formalisieren. Wir werden sehen, dafi die Probleme, welche mittels gliicklichen
Ratens schnell entscheidbar sind, gerade diejenigen Probleme sind, deren Ja-Instanzen bei
Vorlage eines geeigneten Zeugens schnell verifiziert werden kénnen.

Anschlielend werden wir in Kapitel 3 in Anlehnung an [2] und [3] den Algorithmusbe-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

griff nicht durch Programmcode sondern durch Fludiagramme formalisieren. Wir werden
sehen, dafl diese beiden Modelle bis auf einen polynomiellen Zeitverlust dquivalent sind.
Das zu den nichtdeterministischen Turingmaschinen analoge Konzept werden wir auch von
der Darstellung durch FluBidiagramme ausgehend einfithren. Auch diese beiden Modelle
werden sich als dquivalent erweisen.

Die groflen noch offenen Probleme der klassischen Komplexitétstheorie sind die Frage,
ob die beiden Klassen P und NP iibereinstimmen, und die Verallgemeinerung hiervon, die
Frage ob die polynomielle Hierarchie auf irgendeiner Ebene kollabiert. Die analogen Fragen
lassen sich nun auch beziiglich einer beliebigen Struktur M stellen: Gilt P, = NP4, und
kollabiert die polynomielle Hierarchie im Sinne von M auf irgendeine Ebene? In Kapitel
4 werden wir uns in grofen Teilen der Darstellung in [22] folgend mit diesen Problemen
beschéftigen. Wir werden mit den Standardtypen Kriterien an Strukturen kennenlernen,
welche sicherstellen, daf§ diese Strukturen sich beziiglich eines Kollaps” der polynomiellen
Hierarchie auf eine bestimmte Ebene genauso verhalten wie die Standardstruktur. Die Be-
antwortung dieser Frage in einer solchen Struktur ist also dquivalent zu der Beantwortung
der entsprechenden Frage in der klassischen Komplexitéitstheorie. Schliefilich werden wir
ein Transfertheorem fiir elementar dquivalente Strukturen zeigen, nach welchem die Ant-
wort auf die Frage, ob die polynomielle Hierarchie auf eine bestimmte Ebene kollabiert, in
allen elementar dquivalenten Strukturen dieselbe ist. Dieses Ergebnis wurde zunéchst von
A. Hemmerling in [16] mit Hilfe von Berechnungsbédumen gezeigt, unser Beweis verallge-
meinert dagegen den Beweis des Transfertheorems fiir algebraisch abgeschlossene Korper
der Charakteristik 0 aus [3].

Abschlieffend werden wir in Kapitel 5 verschiedene Strukturen in Hinblick darauf un-
tersuchen, ob sie die in den Standardtypen festgelegten Kriterien erfiillen. Ein Hauptau-
genmerk wird dabei auf Strukturen iiber den reellen Zahlen liegen. Dieses Kapitel stiitzt
sich im wesentlichen auf [3] und [22].

1.1 Grundlagen

Zunéchst wollen wir uns iiber die im folgenden verwendeten Grundlagen verstdndigen.
Mit N bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen {0,1,2, ...}, mit N., die positi-
ven natiirlichen Zahlen, die natiirlichen Zahlen ohne die 0. Als abkiirzende Schreibweise
verwenden wir das Symbol [k] fiir die Menge {1,2,...,k}, wenn k eine natiirliche Zahl
ist. Fiir eine reelle Zahl r ist [r] :==min{z € Z | r <z}, und |r| :=max{z € Z | z < r}.

Weiterhin gehen wir von einem grundlegenden Versténdnis der Logik der ersten Stufe
aus, wie es zum Beispiel in [11] vermittelt wird. Strukturen stellen wir dar als M, N, .. ..
Hierbei ist M = (M, (fM)icr,, (RM)icr,, (¢M)icr,), wobei die nichtleere Menge M das
Universum von M bezeichnet, die Funktionen (f);c;, die Interpretationen der Funk-
tionssymbole (f;)ic;, aus der Symbolmenge von M, die Relationen (RM);cz, analog die
Interpretationen der Relationssymbole (R;);cz, und die Elemente (¢;);cz, des Universums
von M die Interpretationen der Konstantensymbole (¢;);ez, der Symbolmenge von M. Da
normalerweise aus dem Kontext hervorgehen wird, ob es sich um Symbole oder ihre In-
terpretationen handelt, lassen wir in der Regel die Kennzeichnung ™ der Interpretationen

weg. Der Ubersichtlichkeit wegen fassen wir Konstanten oft als nullstellige Funktionen



1.1. GRUNDLAGEN 3

auf. Mit (M, (¢m)menr) bezeichnen wir die mit den Elementen ihres Universums als Kon-
stanten verlingerte Struktur. Falls fiir zwei Strukturen M und N derselben Symbolmenge
gilt, dafl das Universum von M im Universum von N enthalten ist und die Interpretatio-
nen der Funktions-, Relations- und Konstantensymbole sich auf dem Universum von M
gleich verhalten, so nennen wir M eine Substruktur von A und schreiben M C N. Die
Struktur N nennen wir dann auch Oberstruktur von M. Fiir eine Struktur M und eine
Teilmenge X des Universums von M bezeichnen wir mit [X]™ die von der Menge X in
M erzeugte Substruktur.

Erststufige Formeln der Sprache einer Struktur M werden wie gewohnt definiert und
von uns mit ¢, 1, ... bezeichnet. Die Menge der freien Variablen einer Formel ¢ ist dann
die Menge derjenigen Variablen, fiir die mindestens ein Vorkommnis in ¢ nicht durch
einen Existenzquantor oder einen Allquantor quantifiziert ist. Hat eine Formel ¢ die freien
Variablen x1, ..., x,, so schreiben wir auch p(z1, ..., x,). Ist o(z1,. .., z,) eine Formel und
sind ay, ..., a, Elemente aus M, so schreiben wir M |= ¢(a), falls die durch Substitution
jedes nicht quantifizierten Vorkommens von zy,...,x, in ¢ durch ay,...,a, gewonnene
Aussage in der Struktur M gilt. Fiir eine Konjunktion oder Disjunktion von endlich vielen
Formeln ¢y, ..., ¢, schreiben wir auch /\ie[n] @; beziehungsweise \/ie[n} ;-

Wir werden Berechnungen iiber beliebigen Strukturen M mit Universum M und Sym-
bolmenge X betrachten, wobei zwei Konstantensymbole ,,0“ und ,,1“, ein Symbol ,,=* fiir
die Gleichheitsrelation, ein einstelliges Funktionssymbol ,,Id*“ fiir die Identitéitsfunktion,
welche jedes Element auf sich selbst abbildet, und ein dreistelliges Funktionssymbol ,,5“
fiir die Selektorfunktion

y, fallsx =0
S(x,y,z) =4 2z, fallsx=1
T, sonst

in ¥ enthalten sind. Auflerdem enthélt > nur endlich viele mehr als nullstellige Funktions-
und Relationssymbole. Die Symbolmenge kann jedoch beliebig viele nullstellige Funkti-
onssymbole beziehungsweise Konstantensymbole enthalten. Da die Symbole 0,1,1d, S, =
in jeder der betrachteten Symbolmengen enthalten sind, lassen wir sie bei der Angabe ei-
ner Struktur normalerweise weg. Die Struktur ({0,1}, =, vV, A) mit Universum {0, 1} und
den {iiblichen booleschen Funktionen bezeichnen wir als Standardstruktur.

Bemerkung 1.1.1 In Strukturen mit der Selektorfunktion S und den Konstanten 0 und
1 sind insbesondere die auf {0, 1} definierten booleschen Funktionen =, V, A interpretierbar
durch:

-z = S(z,1,0)
xVy = S(z,y,1)
x ANy = S(z,0,y)
Da wir davon ausgehen, dafl die Selektorfunktion und die Konstanten 0 und 1 in jeder der

betrachteten Strukturen zur Verfiigung steht, konnen wir somit in jeder der betrachteten
Strukturen Berechnungen im Sinne der Standardstruktur ausfiihren.

Das Universum M einer Struktur M wird auch als Alphabet betrachtet, die Menge
M* = {A}UlU,entao - .. ay | a; € M fiir i € {0} U [n]} enthélt alle endlichen Ketten von
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Zeichen aus M und das Symbol A fiir die Zeichenkette der Linge null. Solche endliche
Zeichenketten werden auch als Worter bezeichnet, mit |a| bezeichnen wir die Linge des
Wortes a. Das mit A bezeichnete Wort der Léange null nennen wir auch das leere Wort.
Eine Sprache L C M* ist dann eine Menge von Wortern. Wir bezeichnen Sprachen auch
als Probleme. Worter aus {0,1}* bezeichnen wir auch als boolesche Worter. Wenn in
bezug auf eine Struktur M von einer charakteristischen Funktion einer Menge X C M*
die Rede ist, so ist immer die Funktion yx : M* — {0,1} mit

1, fallsz e X
xx (@) = { 0, sonst
gemeint.

Da wir manchmal nicht an einzelnen Funktionen, sondern an der Gréflenordnung be-
stimmter Funktionen, an der Geschwindigkeit, mit der sie wachsen, interessiert sind, ist
es niitzlich, die O-Notation einzufiihren. Fiir zwei Funktionen f: N — Nund ¢ : N — N
schreiben wir also f(n) = O(g(n)), falls es natiirliche Zahlen ¢ und no gibt, so daf§ fiir
alle natiirlichen Zahlen n > ng gilt: f(n) < c¢- g(n). Mit dem Logarithmus schliefllich ist
immer der Logarithmus zur Basis 2 gemeint, und wir schreiben log(z) fiir [log(z)].

1.1.1 Schaltkreise

Wir werden spéter das Konzept der Schaltkreise iiber einer Struktur M verwenden. Da
das Modell der formalen Fassung eines Algorithmus mittels eines Schaltkreises jedoch
nicht im Zentrum unserer Aufmerksamkeit steht, fithren wir an dieser Stelle nur kurz die
Grundlagen ein. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung siehe zum Beispiel [22]. An einem
einen Algorithmus darstellenden Schaltkreis kann man auf relativ {ibersichtliche Wei-
se gewisse Eigenschaften des entsprechenden Algorithmus ablesen, wie zum Beispiel die
benotigte sequentielle Zeit oder die benotigte Parallelzeit. Allerdings hat das Schaltkreis-
modell den Nachteil, dal ein Schaltkreis nur mit Eingaben einer festen Linge rechnen
kann, das Berechnungsmodell ist nicht uniform.

Schaltkreise werden iiber gerichtete Graphen definiert, deswegen als kurze Erinnerung;:
Ein gerichteter Graph ist eine Menge V' von Knoten mit einer zweistelligen Relation F.
Diese Relation gibt an, welche Knoten mit einer gerichteten Kante verbunden sind. Gerich-
tete Kanten nennen wir im folgenden auch Pfeile. Ein gerichteter Zykel ist dann eine Men-
ge {ay,...,a} von Knoten, mit (a1, as) € E, (ag,a3) € E, ..., (ax_1,ax) € E, (ag,a1) € E.

Definition 1.1.2 (Schaltkreis im Sinne von M) Ein Schaltkreis im Sinne der Struk-
tur M ist ein gerichteter Graph ohne gerichtete Zykel, dessen Knoten in einer der folgen-
den Weisen gelabelt sind:

(i) Knoten, an denen keine Pfeile enden, heiflen Eingangsknoten (oder Inputknoten),
und sind mit jeweils einer Variable oder einer nullstelligen Funktion (einer Konstan-
ten) aus M gelabelt

(ii) Knoten, an denen k Pfeile enden, sind mit einer k-stelligen Funktion aus M oder
einer charakteristischen Funktion einer k-stelligen Relationen aus M gelabelt.
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Da im Allgemeinen die Reihenfolge der Inputs fiir das Ergebnis einer Funktion wich-
tig ist, gehen wir davon aus, dafl es unter den an einem Knoten endenden Pfeilen eine
Reihenfolge gibt. Knoten, von denen keine Pfeile ausgehen, heiflen Ausgangsknoten und
geben das Ergebnis der Berechnung des Schaltkreises an. Die Grifle eines Schaltkreises
C' (also die Anzahl seiner Knoten) bezeichnen wir mit ¢(C'). Schaltkreise, die keine mit
Konstantensymbolen gelabelten Inputknoten haben, heiflen konstantenfre:.

Ein Schaltkreis C' mit k Inputknoten und [ Outputknoten berechnet eine Funktion
fo : M* — M'. Man kann einen Schaltkreis mit einem Outputknoten als eine bestimmte
Menge X C M"™ charakterisierend auffassen:

Definition 1.1.3 Ein Schaltkreis C(x,. .., z,) mit einem Outputknoten akzeptiert eine
Menge X C M™, falls fiir alle z € M™ gilt: C(2) =1 < 7 € X.

Wir werden unter anderem in Abschnitt 4.4 eine einfache Eigenschaft von solchen
Schaltkreisen benétigen, die wir an dieser Stelle jedoch nicht beweisen:

Bemerkung 1.1.4 Zu jedem Schaltkreis C' iiber einer Struktur M mit n Inputknoten
und einem Outputknoten 148t sich eine quantorenfreie Formel )¢ mit n freien Variablen
konstruieren, so dafi fiir alle z € M™ gilt:

C(z) =1 o M do(D).

Diese Formel kann allerdings sehr lang sein. Hierfiir siehe auch [22], S.91 oder [26], Lemma
26.

Da die Anzahl der Inputknoten eines Schaltkreises fest ist, kann man mit einzelnen
Schaltkreisen leider nur Sprachen, deren Elemente alle die selbe Lénge haben, charak-
terisieren. Um allgemein Sprachen, die Worter unterschiedlicher Lange beinhalten, zu
charakterisieren, benotigt man deshalb eine Familie von Schaltkreisen.

Definition 1.1.5 (Schaltkreisfamilie) Eine Schaltkreisfamilie iber M ist eine Folge
(Ch)nen-, von Schaltkreisen iiber M, wobei fiir alle n € N-( der Schaltkreis C,, genau n
Inputknoten besitzt. Eine Schaltkreisfamilie (C),)nen., akzeptiert eine Sprache L C M*,
falls fiir jedes n € Ny und fiir jedes £ € M™ gilt: C,,(z) =1 < = € L.

Oft ist es niitzlich, wenn man den Begriff einer Schaltkreisfamilie dahingehend ein-
schrankt, dafl jeder der Schaltkreise nur bestimmte Konstanten verwenden darf:

Definition 1.1.6 (Gesetzte Schaltkreisfamilie) Eine gesetzte Schaltkreisfamilie tiber
M ist eine Schaltkreisfamilie (C,)nen., iber M, fiir die es eine endliche Menge K von
Konstantensymbolen aus der Symbolmenge von M gibt, so dal die Inputknoten eines
jeden Schaltkreises aus (C),)pen., mit Variablen oder Konstantensymbolen aus K gelabelt
sind.

Eine gesetzte Schaltkreisfamilie lidsst sich beschreiben als eine Familie (C),(Z, §))nen-,
von konstantenfreien Schaltkreisen iiber M zusammen mit |Z|-vielen Konstanten cy, ..., ¢z
aus M. Uber einer Struktur, deren Symbolmenge nur endlich viele Konstantensymbole
enthilt, ist jede Schaltkreisfamilie gesetzt.

Wenn es in einer Struktur iiberabzihlbar viele Konstanten gibt, so kann eine Schalt-
kreisfamilie nicht mehr binédr kodiert werden. Eine gesetzte Schaltkreisfamilie dagegen
kann immer bindr kodiert werden, wenn die Menge K bekannt ist.
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1.1.2 Nicht-uniforme Komplexitidtsklassen

Mit Hilfe des Begriffs des Schaltkreises 18t sich nun der Begriff der Berechenbarkeit {iber
einer Struktur M formal fassen: eine Funktion f : M* — M* ist berechenbar, wenn es
eine Familie von Schaltkreisen (C,)nen., im Sinne von M gibt, so daf fiir alle z € M*
die Gleichheit f(z) = C)3(Z) gilt. Weiter lassen sich nicht-uniforme Komplexitétsklassen
definieren. Die Fragestellung ist hierbei, fiir welche Sprachen es Familien von ,,handlichen
Schaltkreisen gibt, die die jeweilige Sprache entscheiden. Ein ,handlicher Schaltkreis® ist
dabei ein Schaltkreis, der verglichen mit der Anzahl seiner Inputknoten nicht zu grof} ist.
Fiir eine Familie von Schaltkreisen bedeutet dies, dafl die Grofle der Schaltkreise héchstens
polynomiell in der Anzahl der Inputknoten wéchst.

Definition 1.1.7 (P%,) Ein Problem X C M* ist in der Klasse P, falls es ein Polynom
p und eine Familie (C),),en.,, von Schaltkreisen mit ¢(C),) < p(n) gibt, welche das Problem
X akzeptiert.

Im Falle von gesetzten Schaltkreisen:

Definition 1.1.8 (P,) Ein Problem X C M* ist in der Klasse P4, falls es ein Polynom
p und eine gesetzte Familie (C),)nen., von Schaltkreisen mit ¢(C),) < p(n) gibt, welche
das Problem X akzeptiert.

Da eine Familie von gesetzten Schaltkreisen sicher auch eine Familie von Schaltkreisen
ist, gilt offensichtlicherweise Py C IP,.

Bemerkung 1.1.9 ([P > 2™) In jeder Struktur sind Probleme, deren Lésung nur von
der Lénge der Eingabe abhéngt, in der Klasse Py . Ein Schaltkreis mit n Eingabeknoten
gibt je nachdem, ob Eingaben der Lange n Ja-Instanzen des Problems sind, einfach immer
0 beziehungsweise 1 aus. Somit liegen allerdings in jeder beliebigen Struktur mindestens
2% viele Probleme in der Klasse Pyy.

Wihrend die Klasse Py, das nicht uniforme Analogon zu der klassischen Komple-
xitédtsklasse P ist, ist die Klasse NP, das nicht uniforme Gegenstiick zu der klassischen
Komplexitatsklasse NP. Sie wird iiber die Existenz eines Zeugens fiir Ja-Instanzen defi-
niert:

Definition 1.1.10 (NP,,) Ein Problem X C M* ist in der Klasse NP, falls es ein
Problem Y € Py, und ein Polynom ¢ gibt, so dafl fiir alle z € M* gilt: € X <
es gibt ein j € MI7) mit zy € Y.

Manchmal werden wir auch verlangen, daf es fiir Ja-Instanzen einen booleschen Zeugen
gibt. Dies liefert die Klasse BNP y:

Definition 1.1.11 (BNP,,) Ein Problem X C M* ist in der Klasse BNP,, falls es ein
Problem Y € P, und ein Polynom ¢ gibt, so daf} fiir alle x € M* gilt: z € X &
es gibt ein £ € {0, 1}20%) mit 7z € Y.

Die Klassen NP, und BNP’, werden analog definiert, allerdings miissen die Schalt-
kreisfamilien hierbei nicht gesetzt sein.



Kapitel 2

Turingmaschinen iiber M

Wir werden nun zunéchst das in Anlehnung an [22] definierte Konzept einer determi-
nistischen Turingmaschine {iber einer Struktur M kennenlernen. Im Gegensatz zu der
dort verwendeten Definition wird es einer Turingmaschine hier jedoch nicht erlaubt sein,
auf Elemente der Struktur zuriickzugreifen, die keine Konstanten der Struktur sind oder
vorher aus der Eingabe und den Konstanten der Struktur berechnet wurden. Da wir nur
Strukturen, welche die Konstanten 0 und 1 enthalten, betrachten, ist also jeder der hier
betrachteten Turingmaschinen erlaubt, die Konstanten 0 und 1 in ihrer Berechnung zu
verwenden. Die so definierten deterministischen Turingmaschinen werden dann (wiederum
analog zu [22]) in Beziehung zu dem im vorherigen Abschnitt erwéhnten Schaltkreismo-
dell gesetzt und verwendet, um die grundlegenden Komplexitéitsklassen Py, und EXP x4
zu definieren.

Darauthin werden wir zunéchst binér nichtdeterministische Turingmaschinen iiber ei-
ner Struktur M und mit ihrer Hilfe die Komplexitéitsklasse BNP , betrachten. Abschlie-
Bend definieren wir vollstdndig nichtdeterministische Turingmaschinen iiber M und die
entsprechende Komplexitéitsklasse NPy . Dabei werden wir jeweils sehen, dafl die Klassen
BNP, und NP, den Klassen BVP », beziehungsweise VP, entsprechen, welche im Sinne
des in [3] oder [22] benutzten Begriffs von bindrem und vollsténdigem Nichtdeterminismus
definiert werden.

2.1 Deterministische Turingmaschinen

Definition 2.1.1 (Deterministische Turingmaschinen iiber M) Eine deterministi-
sche Turingmaschine iiber M besteht aus endlich vielen und mindestens zwei Béandern,
welche jeweils in Felder unterteilt und beidseitig unbeschrankt sind. Jedes Feld kann leer
sein oder ein Element der Struktur enthalten. Fiir jedes Band gibt es weiterhin einen
Zeiger, welcher auf ein Feld des Bandes zeigt. Die Maschine kann verschiedene Aktionen
ausfithren. Welche Aktionen durchgefithrt werden, wird in einem zugehorigen Programm
festgelegt, welches Schritt fiir Schritt durchlaufen wird.

Etwas formaler wird jedes der k Bénder der Maschine als eine Kopie von Z aufgefasst.
Die Funktionen b; : Z — MU{\} ordnen fiir i € [k] jeweils dem j-ten Feld des i-ten Bandes
dessen Inhalt b;(7) zu, wobei A fiir ,leer® steht. Im folgenden sind mit den vom Zeiger
markierten n Feldern eines Bandes ¢ die n Felder beginnend mit und rechts des Zeigers

7
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des i-ten Bandes gemeint. Zeigt der Zeiger dieses Bandes also zum Beispiel auf das Feld
m, so sind die von diesem Zeiger markierten n Felder die Felder m,m+1,... , m+ (n—1)
des 7-ten Bandes.

Das zugehorige Programm ist eine endliche Folge (1,11), ..., (Q,Ilg) von Anweisun-
gen, wobei 1,...,Q die Zeilennummern und II;, ..., Iy die entsprechenden Befehle sind.
Ohne Einschrankung ist dabei Il =(stop). Ein Befehl II; hat dabei eine der folgenden
Formen und Bedeutungen:

e (move 7 right) oder (move i left): bewegt den Zeiger des i-ten Bandes um eine
Position nach rechts beziehungsweise nach links und féhrt mit Programmzeile [ + 1
fort.

e (compute f,i to j) fiir eine n-stellige Funktion f der Struktur und ¢,5 € [k]:
berechnet den Wert der Funktion f angewendet auf die Inhalte der durch den Zeiger
des i-ten Bandes markierten n Felder, und schreibt diesen Wert in das durch den
Zeiger des j-ten Bandes markierte Feld. Sollte eines oder mehrere der durch den
Zeiger des i-ten Bandes markierten n Felder leer sein, so wird stattdessen an der
entsprechenden Stelle der Funktion als Argument ,,0 eingesetzt, das entsprechende
Feld bleibt leer. Da wir Konstanten als nullstellige Funktionen auffassen, kann mit
diesem Befehl auch eine Konstante auf das entsprechende Feld geschrieben werden.
Die néchste Programmzeile ist die Zeile [ + 1.

e (if R,i then p, else @) fiir eine n-stellige Relation R der Struktur und p,q €
[Q]: testet, ob die Relation R auf die Inhalte der durch den Zeiger des i-ten Bandes
markierten n Felder zutrifft. Ist dies der Fall, so springt das Programm in die p-te
Zeile, andernfalls in die g-te Zeile.

e (if ¢ = X then p, else ¢) fir i € [k] und p,q € [Q]: testet, ob das Feld, auf
welches der Zeiger des i-ten Bandes zeigt, leer ist. Ist dies der Fall, so springt das
Programm in die p-te Zeile, andernfalls in die g-te Zeile.

e (stop): hilt die Maschine an. Aus technischen Griinden setzen wir als néchste
Programmpzeile die Zeile (.

Eine Konfiguration der Maschine ist eine Beschreibung des Zustandes des Maschine zu
einem bestimmten Zeitpunkt der Berechnung, bestehend aus der momentanen Zeilennum-
mer, der momentanen Position der Zeiger aller Bander und den Inhalten der Felder aller
Bénder. Formaler ist eine Konfiguration ein Tupel (q, j1,. .., Jk, b1, - - ., br) mit ¢ € [Q)] fiir
die Zeilennummer, ji,...,Jx € Z fiir die Positionen der Zeiger und b; : Z — M U {\},
b; '(M) endlich fiir i € [k] fiir die Inhalte der Felder der jeweiligen Binder.

Mittels des Begriffs der Konfiguration lasst sich eine Berechnung der Maschine folgen-
dermaflen formal beschreiben: eine Startkonfiguration beschreibt den Zustand zu Beginn
der Berechnung, ist also eine Konfiguration mit Zeilennummer ¢ = 1. Zu Beginn stehen
die Zeiger aller Bénder standardméfig auf der Position 0, und alle Felder aller Bander
sind leer bis auf die Felder 0, ...,n des ersten Bandes, welche Elemente a4, ..., a, aus M
enthalten. Das Wort a = a4 .. .a, nennen wir die Eingabe der Maschine. In einer Start-
konfiguration ist also j; = jo = ... = jr = 0 und by(1) = ay,...,b1(n) = a,,b1(j) =
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Airj ¢ {1,...,n}und b; = X fiir ¢ > 1, wobei a; ...a, die Eingabe ist. Eine Nach-
folgekonfiguration einer Konfiguration K ist eine Konfiguration, welche durch Anwenden
des zur Zeilennummer in K gehorigen Programmbefehls auf die durch K festgelegten
Zeigerpositionen und Inhalte der Felder hervorgehen kann. Bei einer deterministischen
Turingmaschine ist die jeweils nédchste Konfiguration bei gegebener Eingabe durch den
entsprechenden Befehl des Programmes eindeutig bestimmt. Es gibt also eine (von der
konkreten Maschine abhingige) Ubergangsfunktion, welche auf der Menge der moglichen
Konfigurationen der Maschine definiert ist und jeder dieser Konfigurationen ihre Nach-
folgekonfiguration zuordnet. Als Haltekonfiguration schliellich bezeichnen wir eine Konfi-
guration, bei der der durch die in der Konfiguration bestimmte Zeilennummer geforderte
Befehl der Befehl (stop) ist.

Eine Berechnung der Maschine ist dann eine endliche Folge K, ..., K,, von Konfigu-
rationen, wobei K eine Startkonfiguration mit der entsprechenden Eingabe und K, eine
Haltekonfiguration sind, und fiir alle ¢ € [m] die Konfiguration K; eine Nachfolgekonfigu-
ration von K; i ist. Die Ausgabe besteht in diesem Fall aus den Inhalten der nichtleeren
Felder beginnend mit und rechts der Position des Zeigers des k-ten Bandes, oder formaler
aus dem Wort by (7 )bk (jk + 1) ... bp(min{z > ji | bp(z + 1) = A}). Wir sagen dann, dafl
die Maschine das entsprechende Wort ausgibt. Wir wollen weiterhin sagen, daf eine de-
terministische Turingmaschine angesetzt auf eine Eingabe a € M™* schliefslich hdlt, wenn
es eine Berechnung der Maschine mit der Startkonfiguration mit der Eingabe a gibt, das
heifit wenn die Maschine angesetzt auf die Eingabe a nach endlich vielen Schritten eine
Haltekonfiguration erreicht. Entsprechend sagen wir A hdalt bei Eingabe von a € M* nach
t Schritten, wenn es eine aus t Konfigurationen bestehende Berechnung von A gibt, so
dafl die Startkonfiguration die Eingabe a bestimmt. Wenn A bei Eingabe von a nach ¢
Schritten hilt und b ausgibt, schreiben wir auch A(a) = b nach t Schritten. Da bei einer
gegebenen Eingabe alle Konfigurationen, die von der Maschine angesetzt auf die entspre-
chende Eingabe durchlaufen werden, eindeutig bestimmt sind, sind fiir jede Eingabe alle
diese Konfigurationen eindeutig. Insbesondere ist fiir jede Eingabe, fiir die die Maschine
angesetzt auf ebendiese schlieflich hélt, die Ausgabe der Maschine eindeutig.

Bemerkung 2.1.2 Betrachtet man als Struktur M die Standardstruktur ({0, 1}, =, vV, A),
so erhélt man mit unserer Definition eine deterministische Turingmaschine iiber M, die
dasselbe leistet, wie eine deterministische Turingmaschine im Sinne der klassischen Kom-
plexititstheorie. Fiir die klassische Definition siehe zum Beispiel [21].

Da bei einer deterministischen Turingmaschine iiber M fiir jede Eingabe, bei der die
Maschine angesetzt auf diese schlieflich hélt, die Berechnung der Maschine angesetzt auf
diese eindeutig ist, ldsst sich eine deterministische Turingmaschine als Beschreibung einer
partiellen Funktion von U C M* nach M* auffassen. Fiir den Fall, daf§ die Maschine
angesetzt auf jede beliebige Eingabe aus M* schliefilich halt, ergibt sich:

Definition 2.1.3 Eine deterministische Turingmaschine A iiber der Struktur M berech-
net die Funktion f . M* — M*, falls A angesetzt auf ein beliebiges Element x aus M*
schlieflich hélt und f(z) ausgibt. Eine Funktion f : M* — M* heifit berechenbar, falls
es eine deterministische Turingmaschine iiber M gibt, die f berechnet. Die Maschine
A entscheidet ein Problem X C M*, falls sie die charakteristische Funktion yy von X
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berechnet. Dementsprechend heifit ein Problem X C M* entscheidbar, falls es eine deter-
ministische Turingmaschine iiber M gibt, die X entscheidet.

Betrachten wir zur Veranschaulichung des ganzen Konzeptes ein einfaches Beispiel:

Beispiel 1 Sei M = (R, +). Nach unserer Konvention lassen wir die Konstantensymbole
0,1 und die Funktions- beziehungsweise Relationssymbole Id,S,= in der Angabe der
Symbolmenge von M weg. Wir betrachten die Funktion f : R* — R*, die jedem Wort
Ty ...x, aus R* die reelle Zahl x1+xo+. . .+ 2, zuordnet. Eine diese Funktion berechnende
deterministische Turingmaschine hat dann zum Beispiel vier Bénder, das erste Band wird
nach Konvention als Eingabeband, das vierte Band als Ausgabeband benutzt. Die beiden
anderen Bédnder werden fiir die Berechnung benutzt. Die Maschine addiert nun sukzessive
die Elemente der Eingabe, hélt danach an und gibt das Ergebnis aus.

Genauer kopiert die Maschine zunéchst mit den Anweisungen

(1,(compute Id,1 to 2))

(2,(move 1 right))

(3,(move 2 right))
das erste Element der Eingabe auf das zweite Band, und geht dann mit den Anweisungen

(4,(if 1 =X then 11, else 5))

(5,(compute Id,1 to 2))

(6,(move 2 left))

(7,(compute +,2 to 3))

(8,(compute I4d,3 to 2))

(9,(move 2 right))

(10,(move 1 right))
(11,(compute Id,2 to 4))

(12,(stop))
in eine Schleife, welche priift, ob die Eingabe schon vollstdandig abgearbeitet wurde, falls
dies der Fall ist das berechnete Ergebnis ausgibt und anhélt, andernfalls das néchste
Element der Eingabe zum bisherigen Ergebnis hinzuaddiert.

Wie man an diesem Beispiel schon erahnen kann, kann die genaue Beschreibung einer
deterministischen Turingmaschine mit Hilfe ihres Programms eine relativ aufwendige und
manchmal undurchschaubare Angelegenheit werden. Aus diesem Grund werden die Ma-
schinen im folgenden oft durch den entsprechenden informellen Algorithmus beschrieben.

Zur Beurteilung der Komplexitéit einer Berechnung benutzen wir die Anzahl der bei
dieser Berechnung von der Maschine durchlaufenen Schritte:

Definition 2.1.4 Sei T eine Funktion von N nach R. Eine deterministische Turingma-
schine A iiber einer Struktur M berechnet eine Funktion f : M* — M* in T'(n) Schritten,
falls A bei Eingabe eines Elementes & € M* nach hochstens [T'(|z|)] Schritten hélt und
f(z) ausgibt. Analog entscheidet A ein Problem X C M* in T'(n) Schritten, falls A die
charakteristische Funktion yx von X in 7'(n) Schritten berechnet.

Wichtige Klassen von Funktionen werden ,,schnell“ berechenbare Funktionen und auf-
wendigere Funktionen sein:
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Definition 2.1.5 Eine Funktion f : M* — M* ist in polynomieller Zeit im Sinne von
M berechenbar, falls es ein Polynom p(n) und eine deterministische Turingmaschine A
iiber M gibt, so dal die Maschine A die Funktion f in Zeit p(n) berechnet. Eine Funktion
f i M* — M~ ist in exponentieller Zeit im Sinne von M berechenbar, falls es ein Polynom
p(n), eine Konstante C' € R und eine deterministische Turingmaschine A iiber M gibt,
so daf die Maschine A die Funktion f in Zeit C' - exp(p(n)) berechnet.

2.1.1 Der Zusammenhang zwischen Turingmaschinen- und Schalt-
kreiskonzept

Nachdem mit dem Schaltkreismodell und dem Turingmaschinenmodell zwei Modelle zur
Formalisierung von Algorithmen eingefiihrt worden sind, betrachten wir nun den Zusam-
menhang zwischen diesen beiden Modellen.

Zunéchst ldasst sich ein konstantenfreier Schaltkreis iiber M binédr kodieren. Eine
Moglichkeit, dies zu tun, wére, eine Liste der Knoten des Schaltkreises mit ihrem jeweili-
gen Label und den Knoten, von denen ein am jeweiligen Knoten endender Pfeil ausgeht,
anzugeben. Fiir einen Schaltkreis der Grofle ¢ wéren also t solche Eintrdge in die Liste
notwendig. Um die Label der Knoten zu kodieren reicht, da in der Symbolmenge von M
nur endlich viele Funktions- und Relationssymbole enthalten sind, und da der Schaltkreis
konstantenfrei ist, fiir eine geeignete Konstante By ein Wort der Lange By aus. Wieder-
um aufgrund der Endlichkeit der Menge der Funktions- und Relationssymbole von M hat
jeder der Knoten fiir eine geeignete Konstante A, hochstens Ay, eingehende Pfeile. So-
mit sind fiir jeden Knoten hochstens A,y Angaben zu den eingehenden Pfeilen notwendig,
diese werden jeweils iiber die Angabe der Listennummer des sie aussendenden Knotens
kodiert. Die Angaben zu den eingehenden Pfeilen eines Knotens kénnen also in ein binéres
Wort der Lange Ay - log(t) kodiert werden. Die Werte von Apq und By, hédngen dabei
nur von der Struktur M ab. Insgesamt lisst sich also ein konstantenfreier Schaltkreis C'
der GroBe ¢ in ein bindres Wort der Lénge O(t - log(t)) kodieren.

Da Turingmaschinen iiber der Struktur M dieselben Funktionen und Relationen ver-
wenden, wie konstantenfreie Schaltkreise iiber M, lédsst sich (analog zur Konstruktion
einer universellen Turingmaschine) eine deterministische Turingmaschine tiber M kon-
struieren, welche bei Eingabe einer Kodierung eines konstantenfreien Schaltkreises C' iber
M und eines Wortes a € M* der entsprechenden Lange den Wert C'(a) in polynomieller
Zeit berechnet. Fiir die Beschreibung einer universellen Turingmaschine im klassischen
Fall siehe zum Beispiel [21]. Dies fiihrt sofort zu dem folgenden Ergebnis:

Proposition 2.1.6 (Auswertung von Schaltkreisen durch Turingmaschinen) Se;
C(z) ein konstantenfreier Schaltkreis der Grofe t iiber einer Struktur M. Dann kann C
in ein bindres Wort w(C') der Léinge t - Cy - log(t) kodiert werden, wobei Cyy nur von
M abhingt. Die Funktion (w(C),a) — C(a) ist in polynomieller Zeit im Sinne von M
berechenbar.

O
Enthélt die Symbolmenge von M nur endlich viele Konstantensymbole, so kénnen
auch diese jeweils in ein bindres Wort endlicher Lénge kodiert werden, und Proposition
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2.1.6 gilt fiir alle Schaltkreise iiber M. Fiir eine Struktur mit iiberabzahlbar vielen Kon-
stanten ist es dagegen nicht mehr moglich, diese Konstanten in endliche binére Folgen zu
kodieren. In diesem Fall kodieren wir einen Schaltkreis C(y) iiber M, welcher mit den
Konstantensymbolen cq, ..., c; gelabelte Inputknoten enthélt, indem wir zu dem Tupel
(C'(z,7y),c) iibergehen. Den Schaltkreis C” konstruieren wir, indem wir die k-vielen mit
den Konstantensymbolen ¢y, . . ., ¢ gelabelten Inputknoten von C' durch mit den Variablen
x1,...,x; gelabelte Inputknoten ersetzen. Der Schaltkreis C” ist nun konstantenfrei und
kann somit binér kodiert werden. Um fiir ein a € M* den Schaltkreis C'(a) auszuwerten,
geniigt es, den Schaltkreis C’(¢, a) auszuwerten.

Schaltkreise kénnen also mittels Turingmaschinen in polynomieller Zeit ausgewertet
werden. Auf der anderen Seite 148t sich eine deterministische Turingmaschine (genauer:
ihre Ubergangsfunktion, die jeder Konfiguration die entsprechende Nachfolgekonfiguration
zuordnet) jedoch auch durch eine Schaltkreisfolge darstellen. Da Schaltkreise nur mit
Eingaben einer festen Lénge rechnen, benotigen wir dazu folgende Definition:

Definition 2.1.7 (Konfiguration der Grofie n) Sei n € N. Eine Konfiguration einer
Turingmaschine hat die Gréfie n, falls sie auf jedem Band hochstens die Felder —n bis n
als nicht leer beschreibt und die Positionen der Zeiger auf [—n, n| beschriankt sind.

Wenn eine Konfiguration einer Turingmaschine die Gréfle n hat, so hat sie auch die
Grofle n’ fiir alle natiirlichen Zahlen n’ > n.

Da in einem Programmschritt die Grofie einer Konfiguration hochstens (mittels einer
Bewegung eines Zeigers) um eins erhoht werden kann, hat die Nachfolgekonfiguration einer
Konfiguration der Grole n also hochstens die Gréfie n + 1. Im folgenden betrachten wir
jedoch nur solche Konfigurationen der Grofle n, deren Nachfolgekonfiguration ebenfalls
die GroBle n hat. Dafl auch die Nachfolgekonfiguration die Gréfle n hat bedeutet dabei
keine Einschrinkung der Allgemeinheit, da eine Konfiguration der Groéfle n ja auch als
eine Konfiguration der Grofle n + 1 aufgefasst werden kann.

Der Begriff der Grofie einer Konfiguration ermoglicht nun, Konfigurationen der Léange
n auf eine kanonische Weise zu kodieren:

Definition 2.1.8 (Kanonische Kodierung einer Konfiguration) Sei A eine deter-
ministische Turingmaschine iiber M mit k£ Béndern, und sei () die Anzahl der Zeilen des
Programms von A. Die kanonische Kodierung einer Konfiguration K von A der Grofle n
ist ein Element £xax aus {0, 1}1oe(@+1)+k-(og(n+1)+1) 5 ) 12k2n+1) wwelches die Konfiguration
K auf folgende Weise darstellt:

e Die ersten log(Q) + 1) Eintréige des Tupels £k sind die bindre Kodierung der Zeilen-
nummer der Konfiguration

e Die iibrigen k - (log(n + 1) + 1) Eintrdge von £k sind die binédren Kodierungen der
Zeigerpositionen der k Béander. Hierbei werden jeweils in log(n + 1) Bits der Betrag
und in einem Bit das Vorzeichen der Nummer des durch den Zeiger markierten
Feldes kodiert.

e Das Tupel ax kodiert die Inhalte der insgesamt k - (2n + 1) Felder. Hierbei wird
jedes Feld durch 00 kodiert, falls es leer ist, und durch la, falls a der Inhalt des
Feldes ist.
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Bevor wir die Ubergangsfunktion einer Turingmaschine generell durch eine Schaltkreis-
folge darstellen, betrachten wir zunéchst den einfacheren Fall, in dem die Zeilennummer
und die Positionen der Zeiger fest sind.

Lemma 2.1.9 Sei A eine deterministische Turingmaschine tiiber M mit k Bdndern, und
sei () die Anzahl der Zeilen des Programmes von A. Sei fir ein n € N das Element
£ € {0, 1}oel@+D+klos(n+)+1) gie Kodierung einer Zeilennummer und der Positionen der
k Zeiger. Dann gibt es einen Schaltkreis Cs linearer Grif$e in n, welcher 2k(2n+1) mit Va-
riablen gelabelte Eingabeknoten undlog(Q-+1)+k(log(n+1)+1)+2k(2n+1) Ausgabeknoten
hat und bei Eingabe von & € M?**C" D die kanonische Kodierung der Nachfolgekonfigura-
tion der durch éx kodierten Konfiguration ausgibt, falls diese Nachfolgekonfiguration die
Gréfie n hat.

Beweis: Wir betrachten zunéchst die moglichen Befehle und konstruieren fiir jeden die-
ser Befehle einen eigenen Schaltkreis. Diese fiigen wir zuletzt zu einem einzigen grofien
Schaltkreis zusammen. Jeder der kleinen Schaltkreise hat zwei mit 0 und 1 gelabelte und
2k(2n + 1) mit Variablen gelabelte Eingabeknoten und log(Q + 1) + k(log(n + 1) + 1) +
2k(2n + 1) Ausgabeknoten, welche die néchste Zeilennummer, die Positionen der Zeiger
und die Inhalte der Felder kodieren. Der Ubersichtlichkeit halber seien alle Knoten falls
nicht anders angegeben mit Id gelabelt.

Falls der Befehl ein Stopbefehl ist, falls also II, =(stop), so konstruieren wir den
Schaltkreis wie folgt: Von den mit 0 und 1 gelabelten Eingabe- 0 1 fa'

knoten gehen Pfeile zu den Ausgabeknoten, welche die néchste O O O O
Zeilennummer und die Zeigerpositionen kodieren, so dafl als

néchste Zeile gerade p kodiert und die Zeigerpositionen bei-

behalten werden. Von den mit Variablen gelabelten Eingabe- O b o O
knoten gehen Pfeile zu den Ausgabeknoten, die die Inhalte der

Felder kodieren, so daf§ die Inhalte der Felder gleich bleiben. "p, Zeiger

Falls II, =(move ¢ right) oder II, =(move ¢ left), so werden mit Pfeilen von
mit 0 und 1 gelabelten Knoten die Kodierung der Zeilennummer p + 1 und die Ko-
dierung der neuen Zeigerpositionen er- 0 1 ra'
stellt, wobei natiirlich die Position des O O O e O
i-ten Zeigers dem Befehl entsprechend
verdndert wird. Die mit Variablen a gela- l l
belten Eingangsknoten werden identisch Ok OZ/ é) k@ O O
auf die entsprechenden Ausgangsknoten ~—  _~ ~ S o

bgebildet. Der Fall, dal die Position ei- P+ 1 Zeiger ! o’
abge ,
nes Zeigers nicht mehr kodiert werden kann, weil dieser zu weit nach rechts oder links
bewegt wurde, braucht uns hier keine Sorgen zu machen, da wir ja nur solche Konfigu-
rationen der Grofle n betrachten, deren Nachfolgekonfigurationen ebenfalls die Gréfle n
haben.

Falls II, =(compute f,7 to j), werden wieder zundchst mithilfe von Pfeilen von den
mit 0 und 1 gelabelten Eingabeknoten die Zeilennummer p + 1 und die Zeigerpositionen
kodiert. Auflerdem werden alle mit Variablen gelabelte Eingabeknoten bis auf die zwei,
welche den Inhalt des durch den Zeiger des j-ten Bandes markierten Feldes kodieren,
identisch auf die entsprechenden Ausgabeknoten abgebildet. Mit einem Pfeil von dem
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mit 1 gelabelten Eingabeknoten zu demjenigen Ausgabeknoten, der kodiert, ob das durch
den Zeiger des j-ten Bandes markierte Feld leer ist, wird gekennzeichnet, dafi dieses nun
nicht leer ist. Schliefilich wird der Ausgabeknoten, der den Inhalt des den Zeiger des
J-ten Bandes markierten Feldes an- 0 1 rgl

gibt, mit der Funktion f gelabelt und O O (@ EEEEEEEEEe QOOQOO O

erhélt eingehende Pfeile von denjeni-
gen Eingabeknoten, welche die Inhal- |
te der entsprechenden Felder kodie- ¢ K

. . . \ ! /
ren, wobei jeweils ein Selektorknoten sO Os
dazwischengeschaltet wird, der sicher- - ‘ \ /
stellt, dafl der entsprechende Feldin- 4 v )

halt verwendet wird, falls dieses nicht O """""" O O OOOO O ----------- O

leer ist, und 0 sonst. Sollte f auf die
Inhalte von auflerhalb der Konfiguration liegenden Feldern angewand werden, so erhélt
der mit f gelabelte Knoten statt von den entsprechenden mit Variablen gelabelten Ein-
gabeknoten Pfeile von dem mit 0 gelabelten Knoten. Das Diagramm zeigt das Beispiel
einer zweistelligen Funktion.

Falls IT, =(if ¢ = A then ¢, else ¢'), so bilden wir mittels Pfeilen von den mit 0
und 1 gelabelten Knoten zunéchst die Kodierungen der Zeilennummern ¢ und ¢'. Die die
neue Zeilennummer kodieren-

0 1
den Ausgangsknoten sind mit O rO— O OO0 O
|
N

l—C_L—l

dem Selektor gelabelt und er- |
halten ihren ersten Pfeil von N

demjenigen Ei knoten, d

:] gen Kingangsknoten, .er Or Q O,_ _IO
kodiert, ob das durch den Zei- q q
ger des i-ten Bandes markier- ‘ \:\

te Feld leer ist. Thren zweiten Ll L
/

und dritten Pfeil erhalten sie

ks

von dem enFsprechenden Knp- O _______ O O _______ O O _______ OQQO _______ O

ten der Kodl(?rung VOH. q bezu?— S S Zeiger
hungsweise ¢'. Die Zeigerposi-
tionen werden gleichbleibend kodiert und die mit Variablen gelabelten Eingabeknoten
identisch auf die entsprechenden Ausgabeknoten abgebildet.

Falls I, =(if ¢, R then ¢, g’

0 1

else ¢'), verfahren wir dhnlich OrO—— O OO0 O

wie im letzten Fall: die mit Va- | I | [
PN )

O 00

riablen gelabelten Eingabekno- P

ten werden identisch auf die O

entsprechenden Ausgabeknoten Tq g S Os

abgebildet, und mit Pfeilen von ‘ ‘:\ R

den mit 0 und 1 gelabelten

Knoten werden die Zeigerposi- Ll} Ll PV
Gy 05 O OOO0 O

tionen unverandert kodiert. Die
mit dem Selektor gelabelten Aus- S S Zeiger mo
gangsknoten, welche die neue
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Zeilennummer kodieren werden, erhalten ihren ersten Pfeil diesmal jedoch von einem mit
Xr gelabelten Knoten. Dieser wiederum erhélt der Stelligkeit von R gemé&fl seine Pfeile
von denjenigen Eingabeknoten, welche das durch den Zeiger des i-ten Bandes markierte
Element und die néachsten Elemente kodieren. Um auch den Fall, daf eines der Felder leer
sein sollte, zu beachten, werden jeweils noch mit dem Selektor gelabelte Knoten dazwi-
schengeschaltet, welche ihren ersten Pfeil von demjenigen Knoten erhalten, der kodiert,
ob das jeweilige Feld leer ist, ihren zweiten Pfeil von dem mit 0 gelabelten Knoten und
ihren dritten Pfeil schliellich von dem den Inhalt des jeweiligen Feldes kodierenden Einga-
beknoten. Sollten aulerhalb der Konfiguration der entsprechenden Grofle liegende Felder
benotigt werden, so erhélt der mit yr gelabelte Knoten die entsprechenden Pfeile von dem
mit 0 gelabelten Knoten. Das Diagramm zeigt die Konstruktion anhand des Beispiels einer
zweistelligen Relation.

In jedem dieser Fille hat der konstruierte Schaltkreis 2 4+ 2k(2n + 1) + log(Q + 1) +
k(log(n + 1) + 1) 4+ 2k(2n + 1) Ein- und Ausgabeknoten. Fiir die Félle I, =(stop) und
I, =(move ¢ right) beziehungsweise II,, =(move i left) kommen keine weiteren Kno-
ten hinzu, fiir II, =(compute f,7 to j) wird abhéngig von der Stelligkeit der Funktion
eine nicht von n abhéngige Anzahl von Knoten hinzugefiigt. Fiir II, =(if ¢ = A then
¢, else ¢) kommen 2log(@) + 1) Knoten hinzu und fiir I, =(if ¢, R then ¢, else
q") die Anzahl von 2log(Q + 1) + K + 1 Knoten, wobei K die Stelligkeit der Relation ist.
Da die Anzahl der moglichen Programmzeilen und die Stelligkeiten der Funktionen und
Relationen nicht von n, also der Grofle der Konfiguration, abhéngig sind, ist die Grofie
der konstruierten Schaltkreise insgesamt also sogar linear in n. O

Um den Schaltkreis zu konstruieren, der aus der kanonischen Kodierung einer belie-
bigen Konfiguration der Gréfie n die kanonische Kodierung ihrer Nachfolgekonfiguration
berechnet, bendtigen wir der Ubersichtlichkeit halber noch ein Hilfsmittel zur Zusam-
menfithrung aller moglichen Schaltkreise der Art, wie sie im letzten Lemma konstruiert
wurden:

Definition 2.1.10 (Giga-Selektor) Fiir eine Struktur M und N € N ist ein Giga-
Selektor Sy : {0,1}N x M?" — M eine N + 2N-stellige Funktion, fiir die gilt:

5(817 -+, EN,Y0...005 Yo...015 - - - 7y1...11) = Yey,...en

N-mal

Fir N = 1 erhalten wir so den schon bekannten Selektor. Desweiteren ist Ss durch
Sy darstellbar als 52(55171172,y007y017y107yn) = 5(371,S($27y007y01),S(l’zaywayn))- Durch
Iteration dieses Schrittes erhalten wir die allgemeinere Darstellung

SN+1<5U17 < s TN, TN+1,Y 0..00 5Yo..015---;Ye0,Yz1, - - )
(N+1)-mal
= SN(SLL -3 TN, S(SL’NH, Yo...00, yo...01)7 cee S(JTNH, Yz0, yél)u .- )

Ein mit Sy gelabelter Knoten in einem Schaltkreis 148t sich also durch einen Subschalt-
kreis der GroBe O(2%) darstellen.
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Damit stehen alle Hilfsmittel zur Verfiigung, um einen Schaltkreis zu konstruieren, der
bei Eingabe einer kanonischen Kodierung einer Konfiguration einer beschréankten Grofie
deren Nachfolgekonfiguration berechnet:

Satz 2.1.11 (Darstellung der Ubergangsfunktion durch einen Schaltkreis) Sei
A eine deterministische Turingmaschine iber M mait k Bdndern, und sei Q) die Anzahl der
Zeilen des Programmes von A. Sei weiterhin f, diejenige Funktion, welche die kanonische
Kodierung jeder Konfiguration der Griffe n, deren Nachfolgekonfiguration ebenfalls die
Gréfie n hat, auf die kanonische Kodierung ebendieser Nachfolgekonfiguration abbildet.
Dann ist f, durch einen Schaltkreis im Sinne von M wvon polynomieller Grofie in n
darstellbar.

Beweis: Sei n eine natiirliche Zahl grofer null. Wir konstruieren zunéchst mit dem vor-
hergehenden Lemma jeden moglichen Schaltkreis fiir eine Konfiguration von A der Gréfie
n. All diese Schaltkreise werden dann mit Hilfe von Giga-Selektoren in dem gesuchten
Schaltkreis C' zusammengefiigt. Da die Kodierung der Zeilennummer und der Zeigerposi-
tionen die Lange log(Q + 1) + k(log(n + 1) 4 1) hat, gibt es 2'°8(@+D+k(log(n+1)+1) —. v
mogliche Kodierungen £ von Kombinationen von Zeilennummern und Zeigerpositionen
und somit auch N zugehorige Schaltkreise C-.

o o B o i :
I ]
_/ Y T
00 00 OO
----------------
O0--0O0 000 O0---0O
| | |
|
L ¢ l‘
O-000---0O %--OOO O-000---0O
S

Abbildung 2.1: Der die Nachfolgekonfiguration einer Konfiguration der Grole n berech-
nende Schaltkreis C'

Der Schaltkreis C' hat nun N+2k(2n+1) Eingabeknoten, von denen die ersten N Stiick
fiir die Eingabe der Kodierung der Zeilennummer und der Zeigerpositionen zusténdig sind,
die iibrigen 2k(2n + 1) Knoten fiir die Eingabe der Feldinhalte. Die die Feldinhalte ko-
dierende Eingabeknoten verbinden wir mit den entsprechenden Eingabeknoten aller Sub-
schaltkreise C:. Auf diese Weise berechnen die Subschaltkreise C;: zunéchst alle moglichen
néchsten Konfigurationen. Um aus diesen die zur Eingabe gehorige Nachfolgekonfigura-
tion auszuwéhlen, benutzen wir nun Giga-Selektoren Sy, deren erste N Eingénge jeweils
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Pfeile von den die Zeilennummer und die Zeigerpositionen kodierenden Eingabeknoten
unseres Schaltkreises C' empfangen. Desweiteren erhélt der erste dieser Giga-Selektoren
die folgenden Inputs jeweils von den ersten Ausgangsknoten der Subschaltkreise Cz. Die
Reihenfolge ist dabei gemifl der lexikographischen Ordnung auf {0,1}". Den ersten die-
ser Inputs erhélt der erste Giga-Selektor also von dem Subschaltkreis Cj_ g, den zweiten
von Cy._ o1, den letzten von C ;1. Analog erhélt der i-te Giga-Selektor die entsprechen-
den Inputs von den i-ten Ausgangsknoten der Subschaltkreise C:. Somit wahlt der i-te
Giga-Selektor die i-te Ausgabe des zu der eingegebenen Kodierung der Zeilennummer und
Zeigerpostitionen gehorigen Subschaltkreises aus. Fiir eine graphische Darstellung dieses
Schrittes der Konstruktion des Schaltkreises C' siche Abbildung 2.1.

In einem letzten Schritt werden die Giga-Selektoren durch die entsprechenden nur den
einfachen Selektor verwendenden Subschaltkreise ersetzt. Da es nur 2!08(@+1D+k(log(n+1)+1)
O(n) viele Subschaltkreise C= gibt, die nach dem vorherigen Lemma alle in der Grofle po-
lynomiell in n sind, und da die Grofe der die O(n) vielen Giga-Selektoren darstellenden
Subschaltkreise ebenfalls polynomiell in n ist, ist schliellich auch die Grofle von C' poly-
nomiell in n. a

2.1.2 Die Klassen Py, und EXP

Mithilfe der deterministischen Turingmaschinen iiber einer Struktur M lassen sich nun
schon wichtige Komplexitiitsklassen iiber der Struktur M definieren. Ahnlich wie bei den
Schaltkreisen betrachten wir Probleme als ,,handhabbar®, falls der das Problem entschei-
dende Algorithmus ,nicht zu lange“ lduft, falls also die Laufzeit in Abhéngigkeit von der
Léange der Eingabe nicht allzu grofl wird:

Definition 2.1.12 (P,,) Ein Problem X C M* ist in der Klasse P 4, falls die charakte-
ristische Funktion von X in polynomieller Zeit im Sinne von M berechenbar ist.

Mit Satz 2.1.11 ergibt sich eine Charakterisierung der Klasse P mit Hilfe des Schalt-
kreiskonzeptes:

Satz 2.1.13 Ser M eine Struktur. Ein Problem X C M* st in der Klasse Py genau
dann, wenn es eine das Problem X akzeptierende gesetzte Familie (Cy,)nen-, von Schalt-
kreisen tiber M gibt, so daf$ die Funktion 1" +— "C,", welche eine natiirliche Zahl n in
undrer Darstellung auf eine Kodierung des Schaltkreises C,, abbildet, in polynomieller Zeit
im Sinne von M berechenbar ist.

Beweis: “«—“: Sei also (C},)nen., eine derartige Familie von Schaltkreisen. Eine das Pro-
blem X in polynomieller Zeit entscheidende deterministische Turingmaschine im Sinne von
M berechnet bei Eingabe eines Elements z € M* nun zunéchst in p; (|z]) vielen Schritten
die Kodierung des Schaltkreises C|z/. Diese ist dann offensichtlicherweise hochstens p (|7|)
viele Zeichen lang. Dann berechnet sie in héchstens po(|"Ciz ) + 12]) < p2(p1(|Z]) + |Z])
vielen Schritten den Wert Cjz(Z) und gibt diesen aus. Insgesamt benétigt sie also nur
polynomiell viele Schritte.

,— " Sei X € Py und A die das Problem X in Zeit p entscheidende deterministische
Turingmaschine iiber M mit k& Bandern. Da A bei Eingabe von z € M"™ hochstens p(n)
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Schritte lauft, somit also hochstens p(n) Felder ihrer Bander beschreiben kann, haben alle
durchlaufenen Konfigurationen von A bei Eingabe von z die Grofe p(n). Nach Satz 2.1.11
ist die Ubergangsfunktion von A fiir Konfigurationen der GroBe p(n) durch einen Schalt-
kreis €, der Grofe p'(n) darstellbar. Desweiteren ist es mit dem in den Beweisen von
Lemma 2.1.9 und Satz 2.1.11 verwendeten Konstruktionsverfahren offensichtlich moglich,
den Schaltkreis C),y in polynomieller Zeit zu konstruieren.

Als néchstes werden p(n) Kopien des Schaltkreises C;I;(n) hintereinandergeschaltet. Der

so erzeugte Schaltkreis simuliert dann eine p(n)-malige Anwendung der Ubergangsfunk-
tion auf die kanonische Kodierung einer Konfiguration. Nun miissen wir nur noch mittels
Pfeilen von zwei mit 0 und 1 gelabelten Knoten bei den Eingangsknoten der ersten Kopie
von C;/)(n) die Kodierung einer Startkonfiguration fest verdrahten. Da der neue Schalt-
kreis auflerdem nur diejenigen Eingabeknoten haben soll, die die Feldinhalte der ersten
n Felder des ersten Bandes kodieren, erhalten die Eingabeknoten, die kodieren, ob das
entsprechende Feld leer ist, einen Pfeil von dem mit 1 gelabelten Knoten. Die Eingabe-
knoten, die die Inhalte der {ibrigen Felder kodieren, erhalten einen Pfeil von dem mit 0
gelabelten Knoten. Somit sind sie auch als leer gekennzeichnet.

Der so konstruierte Schaltkreis gibt nun bei Eingabe von z € M"™ noch nicht das
Ergebnis der Berechnung von A aus, sondern die ganze Haltekonfiguration. Um nur das
Ergebnis der Berechnung von A auszugeben, werden die Ausgabeknoten mittels mit dem
Selektor gelabelten Knoten derart in einen einzigen Ausgabeknoten zusammengefasst, dafl
dieser den Inhalt des ersten Feldes des Ausgabebandes ausgibt. Dies ist moglich, da A ja
auf jeden Fall 0 oder 1 ausgibt, und da somit derjenige Ausgabeknoten, der kodiert, ob
dieses Feld leer ist, auf jeden Fall 1 ausgibt. Da fiir die Elimination eines iiberfliissigen
Ausgabeknotens ein Selektorknoten hinzukommt, werden also auch nur polynomiell viele
neue Selektorknoten benotigt.

Die so konstruierte Schaltkreisfamilie ist gesetzt, da die Maschine A nur endlich viele
Konstanten ¢y, ..., ¢, aus M verwendet, und somit auch jeder der oben konstruierten
Schaltkreise nur die Konstanten ¢4, ..., ¢, verwendet. O

Da eine gesetzte Schaltkreisfamilie, die in polynomieller Zeit berechenbar ist, sicherlich
auch existiert, folgt damit sofort:

Korollar 2.1.14 Fiir jede Struktur M gilt Py C Py
O

Andererseits mufl eine existierende Schaltkreisfolge noch nicht schnell berechenbar
sein, im allgemeinen gilt nicht Py = Ppy:

Lemma 2.1.15 Fiir Strukturen mit hochstens abzihlbarer Symbolmenge gilt: Py # Py

Beweis: In einer Struktur M mit abzidhlbarer Symbolmenge kann jede deterministische
Turingmaschine binér kodiert werden. Somit gibt es hochstens Ny-viele deterministische
Turingmaschinen iiber M und also auch nur hochstens Ry-viele Probleme in P,. Ande-
rerseits gibt es nach Bemerkung 1.1.9 mindestens 2% viele Probleme in P . a
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Der Beweis des vorhergehenden Lemmas stiitzt sich wesentlich darauf, dafl in unserer
Definition einer Turingmaschine nur der Gebrauch von solchen Parametern, die in der
Menge der Konstanten der Struktur vorkommen, erlaubt wurde. Betrachtet man Struk-
turen mit geniigend Konstanten, in die die Informationen iiber die méglichen Schaltkreis-
folgen kodiert werden konnen, so dndert sich die Situation:

Satz 2.1.16 In der Struktur R = (R, +, —, <, (¢;)rer) gilt: Pr = Pg.

Beweis: Nach Bemerkung 2.1.14 gilt Py C Py, es ist also nur die Riickrichtung zu
zeigen. Sei hierfir X C R* ein Problem in Pg, und sei (C,)nen., die entsprechende ge-
setzte Schaltkreisfamilie welche die Konstanten cq, ..., ¢, verwendet und das Problem X
akzeptiert. Nach Definition von Px gilt dann #(C),) < p(n) fiir ein Polynom p. Die den
Schaltkreisen C; entsprechenden konstantenfreien Schaltkreise C! kénnen jeweils binér
kodiert werden. Somit lésst sich auch die gesamte Schaltkreisfamilie (C),en., bindr ko-
dieren, indem man zum Beispiel im Code der einzelnen Schaltkreise ein Zeichen x durch 1z
ersetzt und dann die modifizierten Codes der Schaltkreise getrennt durch das Trennungs-
zeichen 00 aneinanderreiht. Die so gewonnene binédre Folge by, bo, b3, . .. ldsst sich nun in
die reelle Zahl r = Y"1 | b;-27" iibersetzen. Da die Codes zweier Schaltkreise jeweils durch
das Trennungszeichen 00 getrennt sind, sind auch solche bindren Folgen ausgeschlossen,
die irgendwann konstant 1 werden. Dies verhindert, dafl r gleichzeitig zwei verschiedene
Schaltkreisfamilien bezeichnet.

Um den Code eines bestimmten Schaltkreises C” aus der Zahl r zu gewinnen, benotigt
man die entsprechenden Ziffern der Bindrentwicklung von r. Diese erhélt man jedoch
mittels der beiden Funktionen

fiR—{0,1}, f(z) = { (J)v’(;,;) =1, i?)lrllssfx -

und
g:{0,1} - {0,1}, g(z) =2 - — f(x).

Die i-te Ziffer der Bindrentwicklung von r ist dann gerade

(i—1)-mal
—

bi =g(g(...g(f(r))...)

Da die Funktionen f und g mit den Funktionen der Struktur R berechnet werden kénnen,
gibt es eine Konstante A, so daf eine deterministische Turingmaschine im Sinne von R
die Ziffer b; in hochstens A - ¢ Schritten aus r berechnen kann. Da nun die Grofle der
Schaltkreise durch das Polynom p beschréankt ist, benotigt man zu Rekonstruktion des
Codes des Schaltkreises C!, nur die ersten 2- (p(1) +1+4+p(2) +1+p3)+...+ 1+ p(n))
Ziffern.

Die deterministische Turingmaschine im Sinne der Struktur R, die das Problem X ent-
scheidet, berechnet also bei Eingabe eines Elementes z € R* in hochstens A-(2-|z|-(p(|z|)+
1)?) Schritten den Code des Schaltkreises Clz(w, ), und wertet C[ (¢, ) = Clz(Z) dann
(nach Satz 2.1.6 in polynomieller Zeit) aus. Somit ist X in P . O
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Da wir nur Strukturen betrachten, deren Symbolmenge nur endlich viele mehr als
nullstellige Funktions- und Relationssymbole enthélt, und in denen somit jedes dieser
Symbole endlich binédr kodiert werden kann, gilt sogar:

Korollar 2.1.17 In jeder Struktur M = (M, f1,..., fo, R1, ..., R, (¢i)ier) mit {c, |7 €
R} - {Ci | (&S [} und (R7 +,—, <, (CT)TGR) - M r{+,f,<,(0r)q«e]}£} ngt PM - ]PM
O

Bemerkung 2.1.18 (Alternative Charakterisierung fiir Py) Die Klasse Py liele
sich alternativ auch charakterisieren als die Klasse der Probleme, welche in polynomieller
Zeit durch Turingmaschinen mit bindrem advice entscheidbar sind. Eine Turingmaschine
mit bindrem advice ist eine deterministische Turingmaschine, welche bei Eingabe eines
Elementes zusétzlich auf einen nur von der Linge der Eingabe abhéingenden bindren
advice zuriickgreifen kann. Der advice ist dabei in der Form einer 0-1-Folge gegeben,
deren Lénge polynomiell in der Lange der Eingabe ist. Dieser advice kann als Kodierung
des entsprechenden konstantenfreien Schaltkreises aus unserer Definition von Py, gesehen
werden.

Bemerkung 2.1.19 (Alternative Charakterisierung fiir P ,) Ebenso lafit sich die
Klasse I}, charakterisien als die Klasse der Probleme, welche in polynomieller Zeit durch
Turingmaschinen mit advice in M* entscheidbar sind. Der advice lésst sich hierbei als
Kodierung des entsprechenden Schaltkreises mit Angabe der von ihm verwendeten Kon-
stanten verstehen.

Eine andere Komplexitatsklasse, die bei der Behandlung der nichtdeterministischen
Turingmaschinen iiber einer Struktur M noch eine Rolle spielen wird, ist die Klasse
EXP ry, die wir an dieser Stelle nur kurz einfiihren, jedoch nicht eingehender betrachten:

Definition 2.1.20 (EXP () Ein Problem X C M* ist in der Klasse EXP y,, falls die
charakteristische Funktion von X in exponentieller Zeit im Sinne von M berechenbar ist.

Da man fiir jedes Polynom p einen Faktor C' € R und ein Polynom ¢ finden kann, so
daf fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: p(n) < C'-exp(q(n)), ist jedes in polynomieller Zeit
entscheidbare Problem auch in exponentieller Zeit entscheidbar. Es gilt also P,y C EXP 4.

Im folgenden wird sich herausstellen, daf§ eine bestimmte Art von Nichtdeterminismus
mit der Klasse EXP ¢ in Zusammenhang steht. Doch zunéchst zu den nichtdeterministi-
schen Maschinen.

2.2 Nichtdeterministische Turingmaschinen

Der Begriff des Nichtdeterminismus wird in diesem Zusammenhang so verstanden, daf es
einer Maschine iiber einer Struktur erlaubt ist, Elemente dieser Struktur zu raten. Wir
werden vollstdndig nichtdeterministische Maschinen definieren, denen genau dies erlaubt
ist. Da andererseits jede der hier betrachteten Strukturen Elemente 0 und 1 enthalt, ist
es iiberdies interessant, eine andere Art von Nichtdeterminismus, den binidren Nichtdeter-
minsmus, zu betrachten. Einer binédr nichtdeterministischen Maschine ist nur das Raten
von Elementen aus der Menge {0, 1} erlaubt. Zunéchst zu den binér nichtderministischen
Maschinen.
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2.2.1 Binéir nichtdeterministische Turingmaschinen

Definition 2.2.1 (Binir nichtdeterministische Turingmaschine iiber M) FEine
bindr nichtdeterministische Turingmaschine tiber M ist eine deterministische Turingma-
schine iiber M, in deren Programm zusétzlich zu den deterministischen Befehlen

e (move 7 right) oder (move 7 left)
e (compute f,i to 7)

e (if R,i then p, else @)

e (if 2=\ then p, else q)

e (stop)

mit den gewohnten Bedeutungen auch noch bindre Ratebefehle vorkommen kénnen. Ein
binédrer Ratebefehl hat die Form

e (bin-guess 1),

mit ¢ € [k]. Wenn an einer Stelle der Berechnung einer binér nichtdeterministischen Tu-
ringmaschine ein solcher binérer Ratebefehl auftaucht, so wird ein Element aus {0, 1}
geraten und in das vom Zeiger des i-ten Bandes markierte Feld geschrieben. Die verschie-
denen Arten von Konfigurationen und der Begriff der Berechnung werden analog wie im
deterministischen Fall definiert.

Bemerkung 2.2.2 (Ubergangsrelation) Da bei Verwendung von binéren Ratebefeh-
len die Nachfolgekonfiguration einer gegebenen Konfiguration nicht mehr eindeutig be-
stimmt sein muB, kann man nicht mehr von einer Ubergangsfunktion der Maschine spre-
chen. Stattdessen erhélt man nun den Begriff der Ubergangsrelation der Maschine: die-
se beschreibt, welche Konfigurationen aus einer gegebenen Konfiguration hervorgehen
konnen.

Da also auch nicht mehr alle moglichen Berechnungen einer binér nichtdeterministi-
schen Turingmaschine angesetzt auf eine bestimmten Eingabe dasselbe Ergebnis liefern
miissen, ist in diesem Zusammenhang der Begriff einer eine Menge entscheidenden Ma-
schine nicht mehr zweckméfig. Stattdessen fithren wir das analoge Konzept einer eine
Menge akzeptierenden Maschine ein:

Definition 2.2.3 Sei M eine Struktur mit Universum M und A eine binér nichtdeter-
ministische Turingmaschine {iber M. Eine ein Element a € M* akzeptierende Berechnung
von A ist eine Berechnung mit der die Eingabe a enthaltenden Startkonfiguration, deren
Haltekonfiguration als Ausgabe das Element 1 bestimmt. Die binér nichtdeterministische
Turingmaschine A akzeptiert die Sprache L C M*, falls es fiir jedes Element aus L min-
destens eine und fiir Elemente aus M* \ L keine akzeptierende Berechnung von A bei
Eingabe des entsprechenden Elementes gibt.
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Wichtig hierbei ist, dafl es fiir Elemente der Sprache L nur mindestens eine akzeptie-
rende Berechnung geben muf, also diese eine Folge von Programmschritten irgendwann
eine Halteanweisung beinhaltet. Die anderen moéglichen Durchlaufe der Maschine konnen
durchaus irgendwann in eine Endlosschleife gehen, miissen also nicht irgendwann anhal-
ten. Hierzu ein einfaches Beispiel:

Beispiel 2 (NULLSACK) Sei M = (Z, +). Nach unserer Konvention lassen wir wieder
die Konstantensymbole 0, 1 und die Funktions- beziehungsweise Relationssymbole Id, S, =
in der Angabe der Symbolmenge von M weg. Wir betrachten das Problem

NULLSACK
Eingabe: z2=2,...2, € Z*
Frage: Gibt es ein / C [n] mit ) ., 2 = 07

NULLSACK ist also das Problem, bei endlich vielen gegebenen ganzen Zahlen 2y, ..., z, zu
entscheiden, ob sich aus ihnen nur durch Addition die Null gewinnen 148t. Betrachten wir
eine bindr nichtdeterministische Turingmaschine A iiber M mit vier Bandern und dem
folgenden Programm:

(1,(bin-guess 3))

(2,(move 3 left))
(3,(compute 0 to 3))
(4,(if =,3 then 5, else py))
(5,(move 1 right))
(6,(if 1 =X then 6, else 1))
(7,(compute Id,1 to 2))
(8,(move 2 left))
(9,(compute +,2 to 2))
(10,(move 2 right))
(11,(bin-guess 3))
(12,(move 3 left))
(13,(compute 0 to 3))
(14,(if =,3 then 1, else 15))
(15,(compute 0 to 2))
(16,(move 2 left))
(17,(if =,2 then 18, else 20))
(18,(compute 1 to 3))
(19,(stop))
(20, (compute 0 to 3))
(21,(stop))
Die Maschine wahlt also mit Zeile 1 bis 4 unter Verwendung des dritten Bandes und der
nichtdeterminstischen Rateanweisung nichtdeterministisch, ob sie die aktuelle Komponen-
te der Eingabe verwendet (dann springt sie in Zeile 7), oder mit einem Sprung in Zeile 5
iibergeht. Wird die Komponente verwendet, so kopiert die Maschine sie mit den Zeilen 7
bis 10 auf ihr Arbeitsband und addiert sie zu dem bisherigen Arbeitswert hinzu. Hierbei
ist zu Beachten, dafl nach Definition bei der Berechnung einer Funktion als Argument 0
eingesetzt wird, falls das entsprechende Feld leer ist. Nun springt sie mit den Zeilen 11
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bis 14 nichtdeterministisch entweder wieder an den Anfang oder testet mit den Zeilen 15
bis 17, ob der Arbeitswert gerade null ist, und gibt dann mit den Zeilen 18 bis 21 das
entsprechende Ergebnis aus.

Die Maschine A akzeptiert die ,Ja“-Instanzen des Problems NULLSACK, denn falls
es fiir eine Eingabe 2 ...2, eine Indexmenge I C [n] mit ), ; z = 0 gibt, so gibt es
eine entsprechende Berechnung von A, die gerade die richtigen z; addiert und 1 ausgibt,
falls es jedoch fiir z; ...z, keine derartige Indexmenge gibt, so gibt jede Berechnung von
A angesetzt auf z;...z, entweder 0 oder gar nichts aus, weil sie irgendwann in eine
Endlosschleife gerit.

Um die Komplexitéit von Problemen beschreiben zu kénnen, ist es wichtig, einen dhn-
lichen Begriftf wie den der Laufzeit auch fiir binédr nichtdeterministische Maschinen zur
Verfiigung zu haben. Da in der obigen Definition nur wichtig ist, ob es eine ein Element
akzeptierende Berechnung gibt, beschrinken wir uns auch bei der Definition der benotig-
ten Zeit auf diese eine akzeptierende Berechnung.

Definition 2.2.4 Sei T eine Funktion von N nach R. Eine binér nichtdeterminische Tu-
ringmaschine A iiber der Struktur M akzeptiert eine Sprache L C M* in Zeit T'(n), falls
A die Sprache L akzeptiert und es fiir jedes Element z € L eine akzeptierende Berechnung
von A gibt, welche hochstens T'(|Z|) Schritte lang ist.

Wenn eine binér nichtdeterministische Turingmaschine ein Problem in einer bestimm-
ten Zeit akzeptiert, so ist fiir jede Eingabe die Anzahl der moglichen Berechnungen be-
schrankt, da in jedem Berechnungsschritt hochstens zwei Alternativen zur Auswahl ste-
hen. Es ist also moglich, alle diese moglichen Berechnungen bis zu einem Zeitpunkt ¢ mit
einer deterministischen Turingmaschine zu simulieren. Diese Tatsache liefert das folgende
niitzliche Lemma.

Lemma 2.2.5 Sei X C M* ein Problem tiber einer Struktur M, welches von einer bindr
nichtdeterministischen Turingmaschine iber M fiir ein Polynom p(n) in Zeit p(n) akzep-
tiert wird. Dann gibt es eine Konsante C' € N, ein Polynom q(n) und eine deterministische
Turingmaschine iiber M, welche X in Zeit C - p(n) - 297 4 q(n) entscheidet.

Beweis: Sei also A eine binér nichtdeterministische Turingmaschine iiber M, die X in
Zeit p(n) akzeptiert. Sei A’ nun eine deterministische Turingmaschine iiber M, die bei
Eingabe von Z den Wert p(|z|) berechnet, die ersten p(|z|) Schritte jeder moglichen Be-
rechnung von A simuliert, 1 ausgibt, falls eine dieser Berechnungen = akzeptiert, andern-
falls 0. Es ist klar, dafi A’ genau dann 1 ausgibt, wenn A die Eingabe & akzeptiert. Die
Berechnung des Wertes p(|z|) ist fiir ein Polynom ¢(n) in ¢(|z|) Schritten moglich. Da in
den ersten p(|Z|) Schritten einer jeden moglichen Berechnung von A auch nur hoéchstens
p(|Z]) nichtdeterministische Sprunganweisungen vorkommen konnen, gibt es hochstens
2°(7]) viele verschiedene Berechnungen von A, die die deterministische Maschine A simu-
lieren muf. Somit lauft A bei Eingabe von z fiir eine geeignete Konstante C' also hochstens
C - p(|z|) - 2¢P07D + g(|z|) viele Schritte. O
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Nach diesem Lemma erméglichen binédr nichtdeterministische Maschinen gegeniiber de-
terministischen Maschinen also nicht grundsétzlich neue Berechnungen. Allerdings kénnte
es sein, dafl es eine binér nichtdeterministische Turingmaschine gibt, so daf§ jede der diese
Maschine simulierenden deterministischen Turingmaschinen einen exponentiellen Zeitver-
lust hinnehmen muf.

Bemerkung 2.2.6 Eine binédr nichtdeterministische Turingmaschine iiber der Standard-
struktur entspricht einer nichtdeterministischen Turingmaschine im klassischen Sinne. Fiir
eine Beschreibung des klassischen Falles siehe zum Beispiel [21] oder [12].

2.2.2 Die Klassen BNP,; und BVP

Analog zum deterministischen Fall 18t sich auch im binér nichtdeterministischen Fall
eine Klasse von ,handhabbaren“ Problemen mittels der Laufzeit einer ein Problem ent-
scheidenden bindr nichtdeterministischen Turingmaschine definieren. Wir werden sehen,
daB die so definierte Klasse BNP y( mit der in [22] oder [3] behandelten Klasse BVP y,
welche {iber die schnelle Verifizierbarkeit bei Vorlage eines bindren Zeugens definiert ist,
ibereinstimmt.

Definition 2.2.7 (BNP,,) Sei M eine Struktur. Ein Problem X C M* ist in der Klasse
BNP,,, falls es eine binér nichtdeterministische Turingmaschine iiber der Struktur M
gibt, welche X in polynomieller Zeit akzeptiert.

Aus Lemma 2.2.5 folgt dann sofort, dafl es fiir jedes Problem X € BNP, eine deter-
ministische Maschine gibt, die X in exponentieller Zeit entscheidet:

Korollar 2.2.8 Fiir jede Struktur M gilt: BNP C EXP 4.

Betrachten wir die Klasse BVP y4:

Definition 2.2.9 (BVP,,) Sei M eine Struktur. Ein Problem X C M* ist in BVP
genau dann, wenn es ein Problem Y € P, und ein Polynom ¢ gibt, so dafl fiir alle
T e M* gilt:

T € X < es gibt ein £ € {0, 1397 mit z2 € V

Wie hiangt nun diese Klasse mit der oben betrachteten Klasse BNP », zusammen?

Die exponentielle Verlangsamung in Lemma 2.2.5 kam dadurch zustande, dafl die de-
terministische Maschine alle moéglichen Berechnungen der bindr nichtdeterministischen
Maschine bis zu einem bestimmten Zeitpunkt simulieren mufite. Wenn die determinis-
tische Maschine nun allerdings eine Information dariiber hat, welche der méglichen Be-
rechnungen der binér nichtdeterministischen Maschine sie simulieren soll, so kann sie dies
ohne nennenswerten Zeitverlust tun und das Ergebnis der entsprechenden Berechnung
der nichtdeterministischen Maschine ausgeben. Wenn also eine binér nichtdeterministi-
sche Maschine ein Problem X in polynomieller Zeit akzeptiert, kann eine deterministische
Maschine bei gegebenem = € M* und Angabe zur Berechnung der nichtdeterministischen
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Maschine in polynomieller Zeit {iberpriifen, ob die entsprechende Berechnung der binér
nichtdeterministischen Maschine die Eingabe z akzeptiert. Falls z € X, so gibt es eine
Angabe zu einer akzeptierenden Berechnung, andernfalls nicht. Eine Angabe zu einer Be-
rechnung von einer binér nichtdeterministischen Maschine besteht dabei in einer Angabe
der jeweils geratenen Elemente. Da die Maschine nur (polynomiell viele) Elemente aus
{0, 1} raten kann, reicht eine 0-1 Folge polynomieller Lénge zur Angabe einer Berechnung
aus. In diesem Sinne kénnen wir die Gleichheit von BNP ,, und BVP , beweisen:

Satz 2.2.10 (BNP = BVP ) Fir jede Struktur M gilt

BNP . = BVP

Beweis: ,,C“: Sei also X € BNP,,, und sei A eine binér nichtdeterministische Turing-
maschine {iber M, welche das Problem X in polynomieller Zeit akzeptiert. Sei weiterhin
k die Anzahl der Bénder von A und ¢(n) das Polynom, welches die Linge der akzeptie-
renden Berechnungen von A beschréankt. Ohne Einschrinkung ist ¢ monoton wachsend.
Wenn ein £ € M* akzeptiert wird, so gibt es eine akzeptierende Berechnung von A, die
hochstens ¢(|z|) Schritte lang ist. In einer solchen Berechnung kommen also auch nur
hochstens ¢(|Z|) nichtdeterministische Rateanweisungen vor.

Wir konstruieren eine deterministische Turingmaschine A’ iiber M mit k£ + 1 Biandern
wie folgt: Bei Eingabe von z € M* berechnet A’ zunéichst mit den Elementen 0 und 1 und
mit der Selektorfunktion S wie eine klassische Turingmaschine den Wert |z|. Daraufhin
berechnet sie, ob es eine natiirliche Zahl n gibt mit |Z| = n+ ¢(n). Dazu testet sie einfach
fir alle 7 € [|z]], ob i + ¢(i) = |z]. Gibt es ein solches n, so priift die Maschine, ob
Zng1s- - Zntqn) € 10,1} gilt, und hélt an und gibt 0 aus, falls nicht. Andernfalls fihrt sie
in der Berechnung fort. Wenn es eine solche Zahl n nicht gibt, hélt die Maschine ebenso
an und gibt 0 aus. Dies stellt sicher, daf§ die Eingabe die richtige Form hat.

Gibt es ein solches n, so hat die Eingabe also die Form z; ... 2,91 . . . Y4(n). Die Maschine
kopiert nun y, . . ., yq(n) auf das k-te Band und setzt die verwendeten Zeiger wieder zuriick
auf ihre Ausgangsposition. Das k-te Band dient in Folge nur noch dazu, die einzelnen y;
auszulesen. Daraufhin lduft eine modifizierte Version des Programmes der Maschine A
ab. Das Programm wird dabei in einem ersten Schritt dahingehend modifiziert, daf jeder
Verweis auf das Ausgabeband, welches ja das k-te Band der Maschine A war, in einen
Verweis auf das neue Ausgabeband, das k + 1-te Band, umgeéndert wird. Dieser Schritt
ist notwendig, da ja nach Konvention das letzte Band als Ausgabeband genutzt wird.

In einem zweiten Schritt wird vor jeder Anweisung ein Test eingebaut, ob das durch
den Zeiger des k-ten Bandes markierte Feld leer ist. Sollte dies der Fall sein, so bricht
die Maschine die Berechnung ab und gibt 0 aus. Ist das Feld nicht leer, so fiihrt sie die
entsprechende Anweisung aus und bewegt danach den Zeiger des k-ten Bandes um eine
Position nach rechts. Diese Modifikation garantiert, dal bei einer Eingabe zy hochstens
q(Z) Schritte des Programmes von A durchlaufen werden. Auerdem wird auf diese Weise
jedes y; nur einmal benutzt.

Im dritten und letzten Schritt schliellich wird jede nichtdeterministische Rateanwei-
sung (bin-guess ¢) durch die Anweisung (compute Id,k to ) ersetzt. Hierdurch wird
die nichtdeterministische Komponente des Programmes entfernt.
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Bei Eingabe von z = x...2,y1...Y4n) simuliert die auf diese Weise konstruierte
Maschine A’ also die Berechnung von A bei Eingabe von Z, welche durch ¢ kodiert wird.
Sei also Y := {7y | A" akzeptiert Zy}. Das Problem Y ist dann in der Klasse Py, da die
Maschine A’ nur polynomiell viele Schritte lauft:

Die Uberpriifung, ob die Eingabe die richtige Form hat, erfordert nur polynomiell viele
Schritte, da die benotigte Zeit um einen Wert i 4 ¢(i) fiir i < |2Z| zu berechnen hochstens
so groB ist, wie die zur Berechnung des Wertes |z| + ¢(|Z|) benotigte Zeit (da ¢ ohne
Einschrankung monoton); da der Wert |Z| + ¢(|Z|) in polynomieller Zeit im klassischen
Sinne berechnet werden kann; und da jeder der berechneten Werte in polynomieller Zeit
mit der Lénge der Eingabe verglichen werden kann. Das Kopieren von yi, ..., y4mn) und
das Riicksetzen der Zeiger konnen offensichtlicherweise in polynomieller Zeit bewerkstelligt
werden, und der zusétzlich eingebaute Test verlangert die Laufzeit des Programmes nur
um einen linearen Faktor, da jedesmal die gleiche Prozedur durchlaufen wird. Das Ersetzen
der nichtdeterministischen Rateanweisungen verlangert die Laufzeit iiberhaupt nicht.

Fiir das so definierte Y gilt dann: 7 € X < es gibt ein £ € {0,1}907) mit 22 € Y,
denn:

Fiir ein € X gibt es eine akzeptierende Berechnung von A und somit ein Wort
€1...&q(z) aus {0,1}*, welches die Z akzeptierende Berechnung von A kodiert. Fiir das
Wort ¢ gilt somit zé € Y.

Wenn es andererseits ein & € {0,1}207) gibt, so dafl z& € Y gilt, dann kodiert dieses
£ nach Konstruktion von A’ eine akzeptierende Berechnung von A bei Eingabe von Z.
Somit gilt dann z € X.

Also gilt X € BVP 5.

,2“: Sei andersherum X € BVP,.. Dann gibt es ein Problem Y € P, und ein
Polynom ¢(n), so daf fiir alle z € M* gilt:

T € X < es gibt ein & € {0, 1}90*) mit 72 € V-

Sei weiterhin A die das Problem Y in Zeit p(n) entscheidende deterministische Turing-
maschine iiber M. Eine binér nichtdeterministische Turingmaschine iiber M, welche X
akzeptiert, arbeitet dann wie folgt:

Zunéchst berechnet sie wie eine klassische Turingmaschine in polynomieller Zeit den
Wert ¢(|z]). Dann rét sie mittels dieses berechneten Wertes und der nichtdeterministi-
schen Rateanweisung ein Wort & € {0,1}9070 Auch dieses gelingt in polynomieller Zeit.
Abschliefend simuliert sie in O(p(q(n)+n)) Schritten die Maschine A mit Eingabe z& und
gibt die entsprechende Ausgabe von A aus. Nach Konstruktion akzeptiert diese Maschine
also das Problem X in polynomieller Zeit. Somit gilt X € BNP ». O

Die Gleichheit der Klassen BNP ,, und BVP,, erlaubt manchmal elegantere Beweise,
da man nicht mehr unbedingt einen bindr nichtdeterministischen Algorithmus angeben
muf:

Beispiel 3 (KNAPSACK) Sei M = (N, +,-). Wir betrachten das Problem KNAP-
SACK, ein dhnliches Problem, wie das in Beispiel 2 behandelte Problem NULLSACK:
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KNAPSACK
Eingabe: z = x;...2, € N*
Frage: Gibt esein I; C {2,3,...,n} mitz; =)

7
icl, Z;!

Das Problem KNAPSACK ist also das Problem, bei Eingabe von endlich vielen natiirli-
chen Zahlen x4,...,x, zu entscheiden, ob x; durch Addition von Zahlen aus der Menge
{z9,...,2,} gewonnen werden kann. Die ,Ja“-Instanzen von KNAPSACK sind also fiir
jedes n € N alle Worter z = x;...x,, fir die es ein I; C {2,3,...,n} gibt, so daf
gilt: z1 = 3,0, x;, was gleichbedeutend ist dazu, daB es ein Wort & € {0,1}""! mit
Ty = Y p_o&i—1 - x; gibt. Da ein Wert > 7', e;4 - x; iiber M in polynomieller Zeit be-
rechnet und mit x; verglichen werden kann, ist KNAPSACK in BVP , und mit Satz 2.2.10
somit in der Klasse BNP y,.

2.2.3 Vollstiandig nichtdeterministische Turingmaschinen

Nichtdeterministische Turingmaschinen des zweiten Typs oder vollstdndig nichtdetermi-
nistische Turingmaschinen kénnen nun nicht nur Elemente aus {0, 1}, sondern Elemente
aus dem Universum der jeweiligen Struktur raten. Wenn im folgenden von nichtdetermi-
nistischen Turingmaschinen die Rede ist, werden immer vollstdndig nichtdeterministische
Turingmaschinen gemeint sein.

Definition 2.2.11 (vollstéindig nichtdeterministische Turingmaschine) Eine voll-
standig nichtdeterministische Turingmaschine tiber M ist eine deterministische Turing-
maschine {iber M, in deren Programm zusétzlich zu den deterministischen Befehlen

e (move 7 right) oder (move 7 left)
e (compute f,i to j)
e (if R,i then p, else @)
e (if 4=\ then p, else q)
e (stop)
mit den gewohnten Bedeutungen auch noch Rateanweisungen der Form
e (guess 1)

vorkommen kénnen. Wenn an einer Stelle in einer Berechnung eine Rateanweisung auf-
taucht, so ridt die Maschine ein Element aus M und schreibt es in das durch den Zeiger des
i-ten Bandes markierte Feld. Hierbei ist natiirlich ¢ € [k] die Nummer eines der Bander
der Maschine.

Die Begriffe der Konfigurationen, einer akzeptierenden Berechnung und einer eine
Sprache akzeptierenden nichteterministischen Turingmaschine werden analog wie im binér
nichtdeterministischen Fall definiert:
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Definition 2.2.12 (akzeptiert Sprache L) Eine ein Element © € M* akzeptierende
Berechnung einer nichdeterministischen Turingmaschine A iiber M ist eine Berechnung
von A mit der z als Eingabe festlegenden Startkonfiguration und einer das Element 1 als
Ausgabe festlegenden Haltekonfiguration. Die nichtdeterministische Maschine A akzeptiert
eine Sprache L C M*, falls es fiir jedes € L mindestens eine und fiir jedes y ¢ L keine
akzeptierende Berechnung von A gibt. Fiir eine Funktion 7' : N — R akzeptiert A die
Sprache L in Zeit T'(n), falls L von A akzeptiert wird und es fiir jedes z € L eine
akzeptierende Berechnung von A mit héchstens 7'(|z|) Schritten gibt.

Beispiel 4 Ein natiirliches Problem, welches mit Hilfe von nichtdeterministischen Tu-
ringmaschinen iiber einem Koérper K = (K, +, —, ) gelost werden kann, ist das Problem
HNSk. Dies ist das Problem, bei Eingabe von n Polynomen iiber K in m Variablen zu
entscheiden, ob die Polynome eine gemeinsame Nullstelle haben:

HNSk

Eingabe: Polynome py,...,p, € K[X1,...,X,]| in Kodierung durch ihre Ko-
effizienten

Frage: Gibt es ein a € K" mit py(a) = pa(a) = ... = pn(a) =07

Eine dieses Problem losende nichtdeterministische Turingmaschine iiber K rédt nun bei
Eingabe von py,...,p, € K[Xi,...,X,] einfach ein Wort a aus K™ und rechnet aus, ob
pi(a) = 0 fiir alle ¢ € [m] gilt. Ist dies der Fall, so gibt die Maschine 1 aus, andernfalls 0.

Bemerkung 2.2.13 Jede binér nichtdeterministische Turingmaschine {iber einer Struk-
tur M 148t sich mit konstantem Zeitverlust durch eine vollstandig nichtdeterministische
Turingmaschine {iber M simulieren. Hierzu rit die vollstdndig nichtdeterministische Ma-
schine fiir jeden bindren Ratebefehl der binér nichtdeterministischen Maschine ein Element
aus M und schreibt eine 0 auf das entsprechende Feld, falls das geratene Element die 0
war, andernfalls eine 1.

2.2.4 Die Klassen NP, und VP

Analog zu der iiber binédr nichtdeterministische Turingmaschinen definierten Klasse BNP 4
148t sich nun die {iber vollstdndig nichtdeterministische Turingmaschinen definierte Klas-
se NP, einfithren, welche, wie wir sehen werden, mit der iiber schnelle Verifizierbarkeit
einer “Ja”-Instanz zusammen mit einem Zeugen polynomieller Léange definierten Klasse
VP, iibereinstimmt.

Definition 2.2.14 (NP ) Sei M eine Struktur mit Universum M. Ein Problem X C
M~ ist in der Klasse NP4, falls es eine vollstandig nichtdeterministische Turingmaschine
iiber M gibt, welche X in polynomieller Zeit akzeptiert.

Der in [22] oder in [3] behandelte Begriff von Nichtdeterminismus weicht wie im binér
nichtdeterministischen Fall auch hier von unserem iiber nichtdeterministische Turing-
maschinen definierten Begriff von Nichtdeterminismus ab. Dort wird das Kriterium der
schnellen Verifizierbarkeit einer “Ja”-Instanz bei gegebenem Zeugen verwendet. Dies fas-
sen wir in folgende Definition:
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Definition 2.2.15 (VP () Sei M eine Struktur mit Universum M. Ein Problem X C
M~ ist in der Klasse VP, falls es ein Problem Y € P, und ein Polynom ¢ gibt, so dafl
fiir alle x € M* gilt:

T€ X < esgibtein g e MU mit 75 e Y

Wenn es also fiir ein Wort z eine akzeptierende Berechnung einer nichtdeterministi-
schen Turingmaschine A gibt, dann rédt A also ein Wort y € M* und verifiziert mithilfe
von y die Zugehorigkeit von z zu dem Problem X. In Analogie zu Satz 2.2.10 bedeutet
das:

Satz 2.2.16 (NP = VP ) Fiir jede Struktur M gilt:
NPy = VP oy

Beweis: “C“: Sei also X € NP,,, und sei weiterhin A die X in Zeit p entscheidende
nichtdeterministische Turingmaschine mit & Bandern. Im Programm von A koénnen also
Ratebefehle vorkommen.

Analog zum Beweis von Satz 2.2.10 konstruieren wir nun eine deterministische Turing-
maschine A’ mit &£ 4+ 1 Béandern, welche zunéchst sicherstellt, dafi die Eingabe die Form
T1...TpY1 - Ygn) hat, dann die yi,...,yqn) auf das k-te Band kopiert und schliefllich
das modifizierte Programm von A ausfiihrt. Das Programm modifizieren wir analog zum
bindr nichtdeterministischen Fall, indem wir zunéchst alle Verweise auf das k-te Band in
Verweise auf das k+ 1-te Band uméndern, vor jeder Anweisung den Test einbauen, ob das
aktuelle Feld des k-ten Bandes leer ist, und nach jeder Anweisung den Befehl, den Zeiger
des k-ten Bandes um eine Position nach rechts zu verschieben. Die Ratebefehle (guess
1) werden analog zum binér nichtdeterministischen Fall durch den Befehl (compute Id,k
to i) ersetzt, welcher den Inhalt des durch den Zeiger des k-ten Bandes markierten Feldes
in das durch den Zeiger des i-ten Bandes markierte Feld kopiert.

Das Problem Y setzen wir wieder als die Menge der xy € M*, welche von der so
konstruierten Maschine A’ akzeptiert werden. Wie oben gilt dann Y € Py, und fiir alle
x € M* die geforderte Aussage

T € X & esgibt ein j € MU mit 75 € Y.

»,2 Wenn andererseits X aus VP, ist und es somit ein entsprechendes Problem
Y € Py und ein Polynom ¢(n) gibt, so daB fiir alle z € M* gilt

T € X & esgibt ein § € MU it 75 € Y,

so 1aBt sich auf folgende Weise eine nichtdeterministische Turingmaschine definieren, wel-
che das Problem X akzeptiert: Sei A die Y in Zeit ¢/(n) entscheidende deterministische Tu-
ringmaschine. Die nichtdeterministische Turingmaschine A’ berechnet bei Eingabe 7 € M*
zundchst wie eine klassische Turingmaschine den Wert ¢(|Z|). Dann bewegt sie den Zei-
ger des ersten Bandes auf das erste leere Feld des ersten Bandes, fithrt mit Hilfe des
errechneten Wertes ¢(|z|)-mal die Anweisungen (guess 1) und (move 1 right) aus und
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bewegt den Zeiger des ersten Bandes zuriick auf das z; beinhaltende Feld. Somit beinhal-
ten die Felder des Eingabebandes nun das Element zy mit einem nichtdeterministischen
y € M90#) - AbschlieBend simuliert A’ die Maschine A mit Eingabe Z7.

Da das Berechnen von ¢(|z|) und das Raten der ¢(|z|) Elemente aus M jeweils in
polynomieller Zeit zu bewerkstelligen sind, und da die Simulation von A nach Vorausset-
zung nur polynomielle Zeit (polynomiell in |Z| + ¢(|Z])) bendtigt, lauft die Maschine A
insgesamt hochstens polynomiell viele Schritte.

Desweiteren gibt es nach Konstruktion fiir eine Eingabe ¥ € M* genau dann eine ak-
zeptierende Berechnung von A’, wenn es ein 7 € M%#D) mit 5 € Y gibt. Die Maschine A/
akzeptiert also das Problem X in polynomieller Zeit. Somit ist X in der Klasse NP,,. O

Da nach Korollar 2.1.14 die Inklusion P, C Py gilt, folgt damit sofort:
Korollar 2.2.17 Fiir jede Struktur M gilt
NPy € NPy
O

Bemerkung 2.2.18 (NP=VP) Im klassischen Fall ergibt sich aus Satz 2.2.16 unmit-
telbar die Identitéit der Klassen NP und VP. Die Klasse VP ist gerade die Klasse VPyq ;.

Anders als im binér nichtdeterministischen Fall muf3 allerdings nicht jedes Problem
aus NP, auch in EXP 4 sein, denn fiir eine Struktur mit unendlichem Universum miisste
ein ,, brute-force“-Algorithmus, der alle moglichen Zeugen nacheinander testet, einerseits
unendlich viele Zeugen testen, wiirde also unter Umstédnden nicht halten. Andererseits
miisste er alle moglichen Zeugen aus den Konstanten der Struktur konstruieren kénnen,
was zum Beispiel schon in der Struktur (R, 4, —) nicht moglich ist. Dies schlieBt natiirlich
nicht aus, daf es vielleicht noch einen intelligenteren Algorithmus zur Losung dieses Pro-
blems gibt. Falls zum Beispiel in einer Struktur mit unendlichem Universum die Gleichheit
P = NPy gilt, so gilt natiirlich auch die Inklusion NPy, C EXP »4. Die von M. Prunescu
in [24] konstruierte Struktur ist ein Beispiel hierfiir.



Kapitel 3

Turingmaschinen in
Flufidiagrammdarstellung

Eine etwas andere Herangehensweise an den Begriff einer Berechnung iiber einer beliebi-
gen Struktur bieten Flufidiagramme. Mit ihrer Hilfe lassen sich manche Algorithmen etwas
lesbarer darstellen als mittels Angabe des entsprechenden Programmes. Im folgenden wer-
den wir zunéchst in Anlehnung an die in [2] und [3] von L. Blum, F. Cucker, M. Shub
und S. Smale definierten Maschinen die Begriffe der deterministischen, binér nichtdeter-
ministischen und vollstdndig nichtdeterministischen Turingmaschinen in Flufdiagramm-
darstellung iiber einer Struktur M definieren. AbschlieSend werden wir zeigen, dafl die so
definierten Maschinen in Flufidiagrammdarstellung polynomiell dquivalent zu den entspre-
chenden im letzten Abschnitt definierten Maschinen sind, dafl sich also deterministische
Turingmaschinen durch deterministische Turingmaschinen in FluBdiagrammdarstellung
mit einem hochstens polynomiellen Zeitverlust simulieren lassen und andersherum.

3.1 Deterministische Maschinen

Wie im vorherigen Abschnitt betrachten wir zundchst den deterministischen Fall. Da wir
Berechnungen mit Eingaben beliebiger Lange durchfiihren wollen, benttigen wir zunéchst
noch eine Definition.

Definition 3.1.1 (M) Fir eine Menge M ist
My ={(...,2_1,x0.21, 22, 23,...) | ; € M fur alle i € Z, z; = 0 fiir |¢| hinreichend gro}.

Firein (...,x_1,29.271,...) € My und eine ganze Zahl i heiit z; die i-te Komponente von
(...,x_1,20.71,...). Der Punkt zwischen der nullten und der ersten Komponente dient
der besseren Lesbarkeit.

Die Elemente von M,, werden als Beschreibungen des Bandes unserer Maschinen die-
nen.

Definition 3.1.2 (TMFD /M) Sei M eine Struktur. Eine deterministische Turingma-
schine in Flufdiagrammdarstellung iber M ist ein endlicher zusammenhéngender gerich-
teter Graph F mit gelabelten Knoten. Dabei gibt es fiinf verschiedene Arten von Knoten:

31



32 KAPITEL 3. TURINGMASCHINEN IN FLUSSDIAGRAMMDARSTELLUNG

e Es gibt genau einen Eingangsknoten. Dieser hat keine eingehenden und genau eine

ausgehende Kante und ist mit Z gelabelt: . Hierbei ist Z die Funktion

n-mal
—
M — My, (z1,...,20) — (-..,0,1,....1.zq,...,2,,0,0,...).

e Shiftknoten haben mindestens eine eingehende und genau eine ausgehende Kante

i i

und sind mit o; oder o, gelabelt: | ‘;l | /| ‘:T )

Hierbei sind 0; und o, die Funktionen
o1 My — MC>07 (Ol(x))z = Tj1

beziehungsweise
o My — My, (0.(2)); = Tiy1-

e Berechnungsknoten haben mindestens eine eingehende und genau eine ausgehende
Kante und sind mit z; < f(z;,,...,x;,) fiir eine n-stellige Funktion f der Struktur

Mund i, 71, ..., J, € Z gelabelt: | Li — f(xjiv L T | Die Funktion f kann hierbei

nullstellig, also eine Konstante, sein.

o Verzweigungsknoten haben mindestens eine eingehende und genau zwei ausgehende
Kanten und sind mit Rx;, ...x;,7 fiir eine n-stellige Relation R der Struktur M

und i, ..., i, € Z gelabelt: | i - 2i,?

e Es gibt genau einen Ausgangsknoten, der mindestens eine eingehende und keine

ausgehenden Kanten hat und mit O gelabelt ist: . Hierbei ist O die Funktion

O: My — M (...,2_1,20.21,...) = (T1,. .., Tmin{i>0/z_;=0})-

Falls ein Knoten 7 ein Verzweigungsknoten ist, dann sind die beiden Knoten, an denen die
von 7 ausgehenden Kanten enden, zuséatzlich mit + beziehungsweise — gelabelt. Wir be-
zeichnen den mit + gelabelten Knoten dann mit 7 (n) und den mit — gelabelten Knoten
mit 57 (7). Ist n der Ausgangsknoten, so setzen wir F(n) = n. Ist  kein Verzweigungs-
knoten und kein Ausgangsknoten, so bezeichnen wir mit 3(7) den eindeutigen Knoten, an
dem die von n ausgehende Kante endet. Mit 7;, bezeichnen wir den eindeutigen Eingangs-
knoten, mit 7,,; den eindeutigen Ausgangsknoten. Mit Kr bezeichnen wir die Menge der
Knoten von F.

Um eine kompaktere Darstellung zu ermdoglichen, fithren wir folgende Schreibweisen
ein:
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Schreibweise 3.1.3 Fiir eine Abfolge von n gleich gelabelten Knoten, beispielsweise den
n Shiftknoten

-------
schreiben wir eine mit ,n -...* gelabelte Subroutine, im Beispiel die Subroutine
n-o,

Falls in einer Abfolge von Knoten wie beispielsweise der Abfolge

—|xi1H1|——|xi2H1|——|xi3H1|—>

mehrere Komponenten den gleichen Wert 1 zugeordnet bekommen, schreiben wir

“(zi171"i27xi3 —1 )_‘

Fiir den Fall, daf§ die Komponenten den gleichen Wert 0 zugeordnet bekommen analog.

Ein einfaches Beispiel einer deterministischen Turingmaschine in FluBdiagrammdar-
stellung iiber der Struktur N' = (N, +,=,0, 1) findet sich in Abbildung 3.1. Die durch das
FluBdiagramm dargestellte Turingmaschine testet, ob die erste Komponente der Eingabe
grofler als null und durch zwei teilbar ist. Ist dies der Fall, so hélt sie an und gibt 1 aus,
andernfalls hélt sie nicht. Intuitiv ist eine Berechnung dieser Maschine bei Eingabe ei-
nes Wortes aus M* ein Verfolgen des Fludiagrammes, wobei die jeweiligen Anweisungen
ausgefiihrt werden.

Uit yA
v
T2, M3 [ To, w3 1 ]
v
To «— Ty + X3 M4
v
To — To + 3 - T = X397 n r 10| nr
Tle M5 !
[ T, x1 1 j N8 T
v
@ o

Abbildung 3.1: Eine einfache deterministische Turingmaschine in FluBdiagrammdarstel-
lung iiber der Struktur (N, +,=,0,1)

In unserem in Abbildung 3.1 dargestellten Beispiel wird fiir eine Eingabe z € M*
zundchst im Eingangsknoten 7, das Element Z(z) € M, berechnet. In den beiden in der
Abbildung abgekiirzt dargestellten Knoten 7, und 73 werden nun die zweite und dritte
Komponente durch die Konstante 1 ersetzt. Anschlieend wird zu der zweiten Kompo-
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nente 1 addiert. Als néchstes wird im Verzweigungsknoten 75 getestet, ob die erste Kom-
ponente gleich der zweiten Komponente ist, ob also die erste Komponente gleich zwei ist.
Ist dies der Fall, so ist die erste Komponente durch zwei teilbar, und die Ausgabe wird mit
den Knoten 7; bis 79 in die entsprechende Form gebracht und mit dem Ausgabeknoten
1o ausgegeben. Andernfalls wird in den Knoten 7 und 7, zu der zweiten Komponente
noch zweimal 1 addiert, und der Test wiederholt.

Um den Begriff der Berechnung formal zu fassen, werden wir fiir eine deterministische
Turingmaschine F in Fludiagrammdarstellung iiber M fiir jede positive natiirliche Zahl T’
eine Relation k%g M* x M* definieren, welche auf zwei Elemente z und y aus M™* zutriftt,
falls y eine mogliche Ausgabe von F bei Eingabe von Z ist, wobei hiochstens 7" Knoten
durchlaufen werden. Hierzu benétigen wir zunéchst noch einige technische Begriffe.

Ein Tupel (n,w) € K x M, lésst sich auffassen als Beschreibung eines Zustandes der
Maschine F. Hierbei beschreibt 1 den Knoten, in dem man sich gerade befindet, und w
ist sozusagen der aktuelle Stand der Berechnung. Der entscheidende Schritt hierbei ist die
folgende Definition der Relation g, welche auf zwei Zusténde (1;,v) und (1, w) zutrifft,
falls es nach den durch F festgelegten Anweisungen moglich ist, vom Zustand (7;,v) in
den Zustand (7y, w) iiberzugehen.

Definition 3.1.4 (Fp fiir TMFD) Sei F eine deterministische Turingmaschine in Flu$-
diagrammdarstellung iiber einer Struktur M. Die Nachfolgerelation FrC (Kp X M) X
(Kp x M) wird definiert durch:

Fir (n,v), (2, w) € Kg x My gilt (m,v) Fr (12, w), falls einer der folgenden Félle
eintritt:

e 7y ist mit Z gelabelt und 7y = (1) und w = v

e 7y ist mit o; gelabelt und 7y = (1) und w = oy(v)

e 7 ist mit o, gelabelt und 7, = (1) und w = 0,.(v)

o 1)y ist mit x; «— f(xj,,...,2;,) gelabelt und 1y = (1) und
o { ) B

e 1 ist mit Rx;,,...,x;,7 gelabelt und w = v und

[ BT(m), falls M = Ru;y,... v,
= B (), sonst.

e 71 ist mit O gelabelt und 7y = 3(1;) = n; und w = v.

Mit der Relation - léasst sich nun eine formale Definition der Zeit-T-Eingabe-Ausgabe-
Relation HL angeben:

Definition 3.1.5 (F£ fiir TMFD) Sei FF eine deterministische Turingmaschine in Fluf-
diagrammdarstellung iiber einer Struktur M. Die Zeit-T-Eingabe- Ausgabe-Relation HE C
M* x M* wird definiert durch:

Fiir 7,5 € M* und T € N.g gilt Z L 4 genau dann, wenn 2° ... 27 € Kp x My,
existieren, so dafl
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o 2% = (i, Z(z))

o 2T = (nou, 2) fiir ein z € M, mit O(z) =7y

o fiir alle 7 € [T] gilt 27! b 27,

Wenn z FL ¢ fiir 2,5 € M* und T € N gilt, so gilt offensichtlicherweise auch z FL
fiir alle 7" > T.

Bemerkung 3.1.6 Die auf diese Weise definierten Turingmaschinen in FluBdiagramm-
darstellung sind im wesentlichen Blum-Shub-Smale-Maschinen, wie sie in [2] beziehungs-
weise [3] definiert werden. Im Unterschied zu den hier definierten Maschinen kénnen
Blum-Shub-Smale-Maschinen allerdings in einem Knoten gleichzeitig mehrere Funktionen
berechnen. Dies 1d3t sich mit Turingmaschinen in Fluldiagrammdarstellung mit konstan-
tem Zeitverlust simulieren, indem die Funktionen einzeln in einem entsprechend grofien
Zwischenspeicher berechnet werden.

3.1.1 Der Zusammenhang zwischen deterministischen Turing-
maschinen und deterministischen Turingmaschinen in Fluf3-
diagrammdarstellung

Intuitiv ist es einleuchtend, dafl deterministische Turingmaschinen und deterministische
Turingmaschinen in Flufldiagrammdarstellung iiber einer Struktur dasselbe leisten. Es
konnen ja jeweils dieselben Funktionen berechnet und dieselben Relationen iiberpriift
werden. Der formale Beweis dieser intuitiven Tatsache gestaltet sich jedoch leider als
etwas technisch, da wir zum einen der benétigten Zeit und zum anderen dem Umstand, dafl
Turingmaschinen mindestens zwei Béander, Turingmaschinen in FluBdiagrammdarstellung
jedoch nur ein Band haben, Rechnung tragen miissen. Wir zeigen zunéchst, daf sich jede
Turingmaschine in Fludiagrammdarstellung durch eine Turingmaschine simulieren lésst.

Satz 3.1.7 (,,Fiir jede TMFD gibt es eine polynomiell dquvalente TM*) Sei F
eine deterministische Turingmaschine in Flufidiagrammdarstellung tiber einer Struktur
M. Dann gibt es eine deterministische Turingmaschine Ag im Sinne von M und Poynome
p(n) und qr(n), so daf fir alle z,y € M* und alle T' € N.q gilt:

Ag hdlt bei Eingabe von & nach héchstens
p(|Z|) + qr(T") Schritten und gibt y aus.

Beweis: Sei F eine deterministische Turingmaschine in FluBdiagrammdarstellung {iber
M. Eine deterministische Turingmaschine A iiber M, welche die Berechnung von F si-
muliert, wird wie folgt konstruiert: Zunéchst berechnet A bei Eingabe von Z die relevan-
ten Komponenten von Z(z). Dies gelingt in p(|Z|) Schritten. Dann fithrt Ar nacheinander
diejenigen Aktionen aus, die durch F festgelegt sind — die Maschine Ay ,arbeitet das
Fluidiagramm ab*. Hierbei lédsst sich erreichen, daf§ fiir jeden Knoten die selbe Anzahl
Schritte benotigt wird. Zu guter Letzt wird die Ausgabe von F mittels der Outputabbil-
dung O in die richtige Form gebracht und auf das Ausgabeband geschrieben. Dies wird
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auf eine solche Weise erledigt, dafl genau ¢'(k) Schritte benotigt werden, falls vorher k
Knoten durchlaufen wurden.

Formaler: Die Maschine Ar hat fiinf Binder. Das erste Band wird ausschlieflich als
Eingabeband, das letzte Band als Ausgabeband genutzt. Auf dem zweiten Band werden
die in der Berechnung von F verwendeten Elemente von M., dargestellt, das dritte Band
wird benutzt, um Berechnungen durchzufiihren, und das vierte Band dient als Zahler
fiir die durchlaufenen Knoten und die Léange der Eingabe. Das Programm von A wird
in mehreren Schritten konstruiert. Im ersten Schritt stellen wir sicher, dal die Maschine
Ag genau das tut, was durch F gefordert ist. Danach miissen wir noch dafiir sorgen, dafl
die benotigte Zeit die in der Aussage des Satzes geforderte Bedingung erfiillt. Fiir eine
explizite Darstellung des Programmes siche Anhang A.

1. Schritt: Zunéchst wird fiir jeden Knoten n € K beginnend mit dem Eingangsknoten
und endend mit dem Ausgangsknoten ein Block von Programmzeilen hinzugefiigt, der den
jeweiligen Knoten simuliert. Im Folgenden sei g, die Nummer derjenigen Zeile, mit der
der zu dem Knoten n gehorige Block anfangt. Desweiteren bezeichne x die Eingabe. Die
einzelnen Blocke haben dann die folgende Gestalt:

e Falls n = n;,, so wird die Linge von Z berechnet und damit Z(z) auf dem zweiten
Band dargestellt. Die Tatsache, dafl unendlich viele Komponenten von Z(z) gleich
null sind, ist hierbei unproblematisch, da nach der Definition der deterministischen
Turingmaschine in dem Fall, dafl eine Funktion oder Relation auf die Inhalte von
leeren Feldern angewendet werden soll, fiir die Inhalte dieser Felder die Null einge-
setzt wird. Die Maschine schreibt also |z|-viele Einsen gefolgt von z auf das zweite
Band und positioniert den Zeiger dieses Bandes iiber demjenigen Feld, welches die
letzte Eins vor 7 enthélt. Dann springt es in die Zeile gg().

e Falls 7 mit o0; gelabelt ist, wird der Zeiger des zweiten Bandes um eine Position nach
links verschoben. Anschlieflend springt das Programm in die Zeile gg(,).

e Falls n mit o, gelabelt ist, wird der Zeiger des zweiten Bandes um eine Position
nach rechts verschoben. Anschlieend springt das Programm in die Zeile gg,).

e Falls n mit x; «— f(zj,,...,x;,) gelabelt ist, wird auf dem dritten Band der Wert von
f(zj,,...,xj,) berechnet und dann an die entsprechende Stelle des zweiten Bandes
geschrieben. Der Zeiger des zweiten Bandes wird danach wieder an seine Ausgangs-
position zuriickverschoben. Anschlieend springt das Programm in die Zeile gg().

e Falls n mit Rx;, ...x;,7 gelabelt ist, tiberpriift das Programm mit Hilfe des drit-
ten Bandes, ob Rx;, ...x;, gilt. Ist dies der Fall, so springt es in die Zeile gg+ (),
andernfalls in die Zeile gz ().

e Falls 7 = 1,4, so wird die entsprechende Ausgabe auf das Ausgabeband geschrie-
ben. Hierzu berechnet die Maschine, in wie vielen Feldern beginnend mit und links
von der Position des Zeigers des zweiten Bandes Einsen stehen, kopiert die Inhalte
der entsprechenden Anzahl von Feldern rechts der Position des Zeigers des zwei-
ten Bandes auf das Ausgabeband und setzt den Zeiger des Ausgabebandes zurtick.
Anschlielend halt die Maschine an.
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Nach Konstruktion gilt, daf§ die so konstruierte Maschine bei Eingabe von z genau
dann hilt und g ausgibt, wenn es eine natiirliche Zahl ¢ gibt, so daB z H 7 gilt.

2. Schritt: Nun miissen wir noch dafiir sorgen, dafl die Maschine genau dann nach
hichstens einer bestimmten Anzahl von Schritten hilt, wenn UL(z,¢) gilt. Dies gelingt,
indem wir das Programm derart modifizieren, dafl wir Polynome p(n) und gr(n) angeben
konnen, so daf fir alle z,y € M* gilt:

z l—gm{tlaj%y} y < Ap(7) = 7 nach genau p(|Z|) + gr(min{t | 7 F; y}) Schritten.
Hierzu betrachten wir zunéchst den den Eingangsknoten simulierenden Block von Pro-
grammzeilen. Um die Lénge der Eingabe zu berechnen, gehen wir der Reihe nach jedes
Feld des Eingabebandes durch, bis wir auf ein leeres Feld stoflen, und schreiben fiir jedes
dieser Felder eine 1 auf ein Feld des vierten Bandes. Anschlieend bewegen wir den Zeiger
des Eingabebandes wieder zuriick auf seine urspriingliche Position und schreiben fiir jedes
Element der Eingabe eine 1 auf ein Feld des zweiten Bandes. Als néchstes kopieren wir
die Eingabe auf die néchsten Felder des zweiten Bandes und positionieren den Zeiger des
zweiten Bandes iiber dem letzten eine 1 enthaltenden Feld vor der Eingabe, indem wir
wiederum das Eingabeband als Angabe fiir die Lange der Eingabe benutzen. Da wir die
einzelnen Teile durch Hinzufiigen von ,Springe in die néichste Zeile“-Anweisungen auf die
gleiche Lange bringen konnen, gibt es eine Konstante A, so dafl hierfiir bei Eingabe von
Z genau 4 - A - |z| Schritte benotigt werden.

Betrachten wir die Knoten, welche nicht Eingangs- oder Ausgangsknoten sind. Die
Liange der zugehorigen Blocke ist nur von dem Label des jeweiligen Knotens abhéngig.
Wenn zum Beispiel ein Knoten mit z; < f(xj,,...,z;,) gelabelt ist, so wird zunéchst
der Zeiger des zweiten Bandes um j; Felder nach rechts (beziehungsweise links, falls j;
negativ ist) bewegt, der entsprechende Feldinhalt auf das Berechnungsband kopiert, der
Zeiger des Berechnungsbandes um eine Position nach rechts und der Zeiger des zweiten
Bandes um j; Felder nach links (beziehungsweise rechts) bewegt. Ebenso werden die
Inhalte des jo-ten bis j,-ten Feldes auf das Berechnungsband kopiert. Dann wird der Zeiger
des Berechnungsbandes um n Felder nach links bewegt und mithilfe des Befehls (compute
f,3 to 3) der Funktionswert berechnet. Abschlielend wird der Zeiger des zweiten Bandes
um ¢ Felder nach rechts bewegt, der errechnete Wert in das entsprechende Feld kopiert, der
Zeiger des zweiten Bandes wieder um ¢ Felder nach links bewegt und die Sprunganweisung
in die Anfangszeile des zum néchsten Knoten gehorigen Blockes ausgefiihrt.

Bezeichnen wir mit Cp die maximale Anzahl von Schritten, die bei Durchlaufen ei-
nes dieser Blocke benétigt wird. Durch Hinzufiigen von ,Springe in die néchste Zeile®-
Anweisungen lassen sich wiederum alle diese Blocke derart modifizieren, dal beim Durch-
laufen jedes Blockes genau C} Schritte benotigt werden. Unsere Maschine simuliert also
bei Eingabe von Z in genau 4 - A - |Z| + Cf - k Schritten den Eingangsknoten und die
néchsten & Knoten von F bei Eingabe von z, falls der Ausgabeknoten nicht einer der k
Knoten ist.

Die Simulation des Ausgabeknotens erfordert etwas Vorsicht. Da die Léange der Aus-
gabe nur von der Linge der Eingabe, nur von der Anzahl der durchlaufenen Knoten oder
von beiden Groflen abhédngen kann, konnte es bei einer ,straight-forward“-Simulation der
Outputabbildung passieren, dafl unsere Maschine in der erlaubten Anzahl Schritte einen
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Knoten zu viel simulieren kann. Dies lédsst sich jedoch verhindern, indem wir die Maschi-
ne ziahlen lassen, wie lang die Eingabe ist und wieviele Blocke durchlaufen wurden, und
bei der Simulation der Outputabbildung fiir £ durchlaufene Knoten genau |z| 4+ k Fel-
der betrachten, so daf die Simulation der Outputabbildung genau p'(|z|) + ¢’(k) Schritte
benotigt.

Da das vierte Band schon bei der Simulation des Eingabeknotens benutzt wurde, um
die Lénge der Eingabe zu speichern, geniigt es nun, bei der Simulation der anderen Knoten
jeweils auf das nédchste Feld des vierten Bandes eine 1 zu schreiben. Hierfiir sind jeweils
zwei Schritte nétig. Somit werden bei Durchlaufen jedes dieser Blocke nun Cy = Cf + 2
Schritte benotigt.

Um den Ausgabeknoten zu simulieren wird schliellich fiir jedes nichtleere Feld des
vierten Bandes getestet, ob das sich unter dem Zeiger des zweiten Bandes befindende
Feld eine 1 enthélt. Ist dies der Fall, so werden die Zeiger des zweiten und vierten Bandes
um jeweils eine Position nach links bewegt, andernfalls wird in das durch den Zeiger des
vierten Bandes markierten Feld eine 0 geschrieben und beide Zeiger einen Schritt nach
links bewegt. Nachdem dies fiir alle nichtleeren Felder des vierten Bandes geschehen ist,
werden beide Zeiger wieder zuriick in ihre Ausgangsposition gebracht. Indem wiederum
alle nichtleeren Felder des vierten Bandes durchlaufen und darauf getestet werden, ob sie
eine 1 oder eine 0 enthalten, wird die Ausgabe auf das Ausgabeband geschrieben und
der Zeiger des Ausgabebandes an den Anfang der Ausgabe gesetzt. Da sich wieder durch
Einfiigen von ,,Springe in die néchste Zeile“-Anweisungen alle Teile auf die gleiche Lénge
bringen lassen, gibt es eine Konstante B, so dafl die Simulation des Ausgabeknotens bei
Eingabe von z und k vorher durchlaufenen Knoten genau B - (|Z| + k) Schritte benétigt.

Insgesamt gilt also fiir die so konstruierte Maschine Ag, fiir z,y € M* und T,,;, :=
min{t | 7 L g}

T i g < Ap(z) = y nach genau (4 - A+ B) - |z| 4 (Cg + B) - Typin Schritten,

Fiir die Polynome p(n) := (4- A+ B) - n und gr(n) := (Cg + B) - n gilt damit fiir alle
Z,y € M* und alle T' € N:

Ay hélt bei Eingabe von  nach hochstens
p(|Z]) + gr(T) Schritten und gibt y aus.
O

Daf andererseits jedes Programm einer Turingmaschine als ein Fluldiagramm darstell-
bar ist, ist intuitiv klar. Die technische Schwierigkeit besteht hierbei darin, die mindestens
zwei Bander der Turingmaschine durch Elemente von M., darzustellen.

Satz 3.1.8 (,,Fiir jede TM gibt es eine polynomiell dquivalente TMFD*) Sei A
eine deterministische Turingmaschine im Sinne einer Struktur M. Dann gibt es eine de-
terministische Turingmaschine in Flufidiagrammdarstellung Fy im Sinne von M und zwei
Polynome py(n) und gu(n), so daf$ fir alle 2,y € M* und alle T € N+q gilt:

o Wenn A(x) =y nach hichstens T Schritten, so gilt T l—ﬁi(‘f‘)ﬂ“ﬂ 7.

o Wenn z HL 4, so A(Z) = i nach hichstens T' Schritten.
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Beweis: Sei also A eine deterministische Turingmaschine im Sinne von M. Um die Ma-
schine Fy zu konstruieren ersetzen wir intuitiv jede Programmzeile des Programms von
A durch einen entsprechend gelabelten Knoten. Die Abfolge der Programmzeilen bezie-
hungsweise die Sprungbefehle stellen wir iiber entsprechende Kanten dar.

Die technische Schwierigkeit hierbei ist nun die, daf§ wir die & Bander von A mit ihren
Feldinhalten durch Elemente von M, darstellen miissen. Dies gelingt aber, indem wir in
einem ersten Schritt die k£ Bénder , verschachteln“: Ein Element (..., z_1,x¢.x1,29,...) €
M, stellt dann fiur ¢ € [k] die Feldinhalte des i-ten Bandes durch die (i + k - j)-ten
Komponenten fiir j € Z dar. Der Inhalt des ersten Feldes des ersten Bandes zum Beispiel
wird dann durch die Komponente x; dargestellt, der Inhalt des zweiten Feldes des ersten
Bandes durch die Komponente .

Um die Position der Zeiger von A darzustellen, fiigen wir im zweiten Schritt fiir jedes
Feld eine Markierung ein, welche sagt, ob iiber dem entsprechenden Feld ein Zeiger steht.
Somit ist die (2i+ 2k - j)-te Komponente von (..., x_1,x¢.21,Za,...) € My nun der Inhalt
eines Feldes des i-ten Bandes, und die (2i+ 2k - j — 1)-te Komponente ist 1, falls der Zeiger
des i-ten Bandes iiber diesem Feld steht, andernfalls 0.

Im dritten Schritt sorgen wir dafiir, daf fiir jedes Feld kodiert wird, ob es leer ist.
Hierfiir fiigen wir wieder wie im zweiten Schritt eine Markierung ein. Nun ist fiir ein
(.o, T1,20.01, T2, ...) € My die (3i + 3k - j)-te Komponente der Inhalt eines Feldes des
i-ten Bandes, die (3i 4+ 3k - j — 1)-te Komponente kodiert, ob der Zeiger des i-ten Bandes
tiber diesem Feld steht, und die (3i + 3k - j — 2)-te Komponente ist 0, falls das Feld leer
ist, andernfalls 1.

Nachdem nun die Feldinhalte durch ein Element von M., dargestellt werden koénnen,
fiigen wir einen Zwischenspeicher ein, um aus den Feldinhalten eines Bandes berechnete
Funktionswerte auf ein anderes Band schreiben zu kénnen, und einen weiteren Zwischen-
speicher, den wir aus technischen Griinden bené6tigen. Hierzu benutzen wir die 0-te und
die (—1)-te Komponente. Fiir j < 0 beschreiben nun die (3i+3k-j—2)-ten, (3i+3k-j—3)-
ten und (3¢ 4+ 3k - j — 4)-ten Komponenten die entsprechenden Felder des i-ten Bandes.
Fiir eine graphische Darstellung siche Abbildung 3.2.

Band k
Band1 T CC"‘‘™—7J7 —
—
ey T 8k—4, T 3k—3,L—3k—2, - L—4, T3, L2, T_1,T0 - L1, L2, L3, .-+, L3k—2, L3k—15T3ks L3k+1> L3k+2; L3k+3)- - -
——
Speicher/ \

Feld leer? Feldinhalt

Zeiger auf Feld?

Abbildung 3.2: Die Darstellung der Bénder einer Turingmaschine durch ein Element aus
Mo

Um die Eingabe in die oben dargestellte Form zu bringen, verwenden wir die Sub-
routine Init,. Diese konstruiert bei Eingabe von € M* die Darstellung der k£ Bénder,
wobei Z in den Feldern des Eingabebandes steht, und der Zeiger des Eingabebandes das
erste der T enthaltenden Felder markiert. Siehe hierzu Abbildung 3.3. Zunéchst wird da-
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e
T2, T, ., TZp—1 1)
12,15,...,13;6,1<—1)_|13<—Id(zl) |_—| z] — 1 |_—| z_1 0 '—
T2, X5, ..., T3p_1 — 1 '_| z3 «— Id(zq) |_—| 13k+3<—1d(12) |_)‘ Ty, T3K—1 — 1 '—
xg — 0 }_’( xp = 07 )_| T _3p41 < Id(z1) |
+
! !
T_gg41 — ld(z1) | z1 <0 }— o
| or }_)( z) =17 )_| T_3p41 — 1d(z1) |
- l
| T — 1 | T_3k42 — Id(z2) |
T_gk43 < Id(@3) [ T_gky2 — Id(z2) ‘—| T_gp41 < Id(z1) | T_gpy3 — Id(=3) |
(11,124—0 )—| z3 «— Id(®3541) |_)( z4,...,zsk<—0)
[ rx_q =17 H 3k-o )
T L 1 1
-

Abbildung 3.3: Die Subroutine Inity
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bei iiberpriift, ob die Lange der Eingabe kleiner als drei ist. Die entsprechenden Félle
werden separat behandelt. Ist |Z| > 3, so wird zunéchst eine Markierung eingefiigt, mit
deren Hilfe der Beginn der Eingabe wiedergefunden werden kann. Darauthin werden die
Elemente der Eingabe sukzessive auseinandergezogen, wobei jeweils die Markierungen,
welche anzeigen, dafl das entsprechende Feld nicht leer ist, eingefiigt werden. Auflerdem
werden noch die Markierungen fiir die Positionen der Zeiger eingefiigt.

Fiir den Fall, dafl |Z| < 2, und das Auseinanderziehen des ersten Elementes der Ein-
gabe werden fiir entsprechende Konstanten By und Cj hochstens By, - || + Cy viele Zu-
standswechsel benotigt. Um den Rest der Eingabe in die richtige Form zu bringen sind
mit der entsprechenden Konstante A fiir jedes einzelne der |z| — 1 iibrigen Elemen-
te Ay - |Z| viele Zustandswechsel notig. Insgesamt werden bei Eingabe von z also mit
Dinit, (n) := Ak - n* 4+ By - n + Cy hochstens pii, (|Z]) viele Zustandswechsel fiir die Sub-
routine Init; benotigt.

Da wir den Zwischenspeicher immer auf der O-ten und (—1)-ten Komponente behal-
ten wollen, kénnen wir nicht mehr einfach die Shiftabbildungen o; und o, verwenden.
Stattdessen verwenden wir die in Abbildung 3.4 dargestellten Subroutinen o} und o, wel-
che unter Benutzung des Zwischenspeichers in der (—1)-ten Komponente den Inhalt des
zweiten Zwischenspeichers mitbewegen.

4 \i/ N 4 \i/ N
T_1 < Id(ZL‘Q) r_1 < Id(ZL‘l)
Ty Id(l‘,Q) €T <— Id(ﬂfo)
o Or
o \|/ J o \|/ J
y i
g o,

Abbildung 3.4: Die Subroutinen o] und o,

Desweiteren bendtigen wir noch die Subroutine ptrposy (i), welche dafiir sorgt, daf3
die 3i-te Komponente gerade der Inhalt des durch den Zeiger des i-ten Bandes markierten
Feldes ist. Hierzu geniigt es, soweit nach links zu gehen, bis das Ende der beschriebenen
Felder des i-ten Bandes erreicht ist, und danach solange wieder nach rechts zu gehen, bis
die Markierung des Zeigers des i-ten Bandes erreicht ist. Die Subroutine ptrposy (i) ist
dargestellt in Abbildung 3.5.

Um die Darstellung lesbarer zu machen schreiben wir fiir zwei Knoten

4>|:v_1 —1 |——| T; = x_1?|<’

welche mit Hilfe des Zwischenspeichers in der (—1)-ten Komponente iiberpriifen, ob die
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_|_ -

Abbildung 3.5: Die Subroutine ptrposy (2)

i-te Komponente 1 ist, die Subroutine

Im Fall, daB} iiberpriift wird, ob die i-te Komponente 0 ist, analog.

Nun haben wir die technischen Hilfsmittel beisammen, die fiir die Konstruktion von
F, notig sind. Hierfiir beginnen wir mit der Subroutine Init,, um die Eingabe in die
richtige Form zu bringen. Nun fiigen wir sukzessive fiir jede Zeile des Programms von A
eine entsprechende Subroutine hinzu. Fiir eine Zeilennummer ¢ sei 7, der erste Knoten
der entsprechenden Subroutine. Die von den Subroutine Init; ausgehende Kante endet
an dem Knoten 7.

e Falls II,=(move 7 left) oder II,=(move 7 right), so fligen wir die Subroutine
ptrpos; (i), einen mit x_(3142)13i—1) < 1 beziehungsweise zg;_; « 1 gelabelten
Knoten und einen mit x3;,_; < 0 gelabelten Knoten hinzu (siehe Abbildung 3.6).
Die ausgehende Kante endet an dem Knoten 7441.

e Falls II, =(compute f,i to j) fiir eine n-stellige Funktion f von M und i,j € [k],
so fiigen wir die Subroutine ptrpos; (), einen mit xg < f(Zs;, T3i43k; - - - » T3it-(n—1)-3k)
gelabelten Knoten, die Subroutine ptrposj (j) und einen mit x3; « Id(zo) gela-
belten Knoten hinzu (siehe Abbildung 3.7). Die ausgehende Kante endet an dem
Knoten 7g41.

o FallsIl, =(if R,i then p, else p') fiir eine n-stellige Relation von M und p,p’ €
[k], so fiigen wir die Subroutine ptrposy (i) und einen mit Rxs;x3; i3 - - T34 (n—1)-3k "
gelabelten Knoten 7y, ein. Die von 7,, ausgehenden Kanten enden an den Knoten

BF(ng2) =, und B~ (142) = 1,y (sieche Abbildung 3.8).

o FallsII, =(if i =\ then p, else p') fiir i € [k], so fiigen wir wieder die Subrou-
tine ptrposy (¢), einen mit x_; <« 0 gelabelten Knoten und einen mit x_; = x3; o7



3.1. DETERMINISTISCHE MASCHINEN 43

4 N\ 4 N\
ptrposy (2) ptrposy (2)
T_(3k42)+(3i-1) < 1 Tgi—1 < 1
Z3i—1 < 0 T3i—1 < 0
- J - J
Ng+1 Ng+1

Abbildung 3.6: Die Subroutinen fiir Zeilen der Form (¢, (move i left)) beziehungsweise
(q,(move i right))

gelabelten Knoten 7, ein. Die von 7,2 ausgehenden Kanten enden an den Knoten
Bt (ng2) =, und B~ (n42) = 1y (siehe Abbildung 3.8).

e FallsII, =(stop), so fiigen wir die in Abbildung 3.9 dargestellte Subroutine outputy,
an, welche bewirkt, dafl das richtige Ergebnis ausgegeben wird. Hierfiir wird zunéchst
iiberpriift, ob die Ausgabe die Linge 0 oder 1 hat. Diese Fille werden gesondert
behandelt. Andernfalls werden alle fiir die Berechnung nicht mehr wichtigen Kom-
ponenten auf 0 gesetzt. Anschliefend werden eine nach der anderen die fiir die Aus-
gabe relevanten Komponenten zusammengeschrieben und die entsprechende Anzahl
von Einsen in die jeweiligen Komponenten geschrieben. Als letztes wird die Ausgabe
mit Hilfe der Outputabbildung ausgegeben. Da die fiir die Subroutine nur diejenigen
Komponenten wichtig sind, welche die Felder des k-ten Bandes der Turingmaschine
kodieren, hingt die Anzahl der benétigten Zustandswechsel aufler von k nur von der
Anzahl der beschriebenen Felder des k-ten Bandes ab. Sei ¢ die Anzahl der beschrie-
benen Felder des k-ten Bandes. Um die nicht relevanten Komponenten auf 0 zu
setzen, werden fiir eine Konstante C; gerade k-t - C Zustandswechsel benotigt. Fiir
das Zusammenschreiben der ¢ relevanten Komponenten sind dann fiir eine Konstan-
te Cy noch hochstens t- (k-t- Cy) Zustandswechsel notwendig. Die gesonderten Fille
benotigen fiir eine entsprechende Konstante gerade C5 Zustandswechsel. Insgesamt
sind also mit poyput, (n) = kCs - n? + kC, - n + C5 bei t beschriebenen Feldern des
k-ten Bandes hochstens poutput, (t) Zustandswechsel notwendig.

Die so konstruierte deterministische Turingmaschine in FluBdiagrammdarstellung FF
leistet nun nach Konstruktion dasselbe, wie die Maschine A, es gilt fiir alle z,y € M*:

Es gibt ein ¢t € N mit x l—'fFA gy A(z) =y.

Betrachten wir die benétigte Zeit. Fir z,y € M* und T' € Nyy mit A(Z) = y nach T
Schritten bendtigt die Subroutine inity hochstens pin, (|Z]) viele Zustandswechsel. Da die
Maschine A nur 7' Schritte lang lauft, sind zu jedem Zeitpunkt der Berechnung auf jedem
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ptrposg ()

Ty < f(373i> L3i+3ky - - - >$3i+(n—1)~3k)

ptrposg (j)

173]‘ — Id(l‘o)

!

x3_9 < 1

nq-i-l

Abbildung 3.7: Die Subroutine fiir eine Zeile der Form (¢, (compute f,i to j))

ptrposy (2)
o

Rx3ix3i 13k - - - 314 (n—1)3k

/TN

'

Abbildung 3.8: Die Subroutinen fiir die Verzweigungszeilen
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Vs
xgp_o = 07 xg — 0 |
+ |
Tgp_o = 07 xg — 1
+
mak_3ho| | oy —0 |
xy — Id(z3k)
[°]
-

Abbildung 3.9: Die Subroutine output fiir den Befehl (stop)
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ihrer Bénder auch nur hochstens T" Felder nicht leer. Fiir jeden Aufruf einer Subroutine
ptrposy (7) bendtigt Fa also fiir eine geeignete Konstante Cpyppos, hochstens 27" - Cpirpos,
Zustandswechsel. Fiir jede bis auf die letzte von A durchlaufene Programmzeile besteht die
entsprechende Subroutine von [F aus hochstens zwei Aufrufen von ptrpos; und héchstens
drei weiteren Knoten. Somit sind fiir jede von A durchlaufene Programmzeile (bis auf
die letze Zeile) hochstens 47" - Cpirpos, + 3 Zustandswechsel von [Fy erforderlich. Fiir die
Subroutine outputy schlieflich sind, da héchstens 7" Felder des k-ten Bandes von A nicht
leer sind, hochstens poutput, (1') Zustandswechsel notwendig.

Insgesamt sind somit pinit, (|Z])+1"- (47" Cptrpos, +3) +Poutput,, (T) viele Zustandswechsel
erforderlich. Mit pa(n) := pinit, (n) und ga(n) :=n- (4n - Cpirpos, +3) + Poutput, (1) gilt also
7 l_ﬁA(\fl)JrqA(T) 7.

A

Andererseits simuliert Fy mit ¢ Zustandswechseln hochstens ¢ Schritte von A. Somit
gilt fiir z,y € M* und T" € N mit & I—%A y, dal A bei Eingabe von z nach hochstens T’
Schritten hélt und y ausgibt. O

3.2 Nichtdeterministische Maschinen

Analog zu der bei der Behandlung der nichtdeterministischen Turingmaschinen iiber einer
Struktur M eingefithrten Unterscheidung zwischen bindrem und vollstdndigem Nicht-
determinismus betrachten wir auch bei den nichtdeterministischen Turingmaschinen in
FluBdiagrammdarstellung die binér nichtdeterministische und die vollstandig nichtdeter-
ministische Version. Zunéchst zu der binér nichtdeterministischen Version.

Definition 3.2.1 (BNTMFD /M) Sei M eine Struktur. Eine bindr nichtdeterministi-
sche Turingmaschine in Flufidiagrammdarstellung iber M ist eine deterministische Tu-
ringmaschine in Flufidiagrammdarstellung iiber M, welche zusétzlich zu den Eingangs-
knoten, Shiftknoten, Berechnungsknoten, Verzweigungsknoten und dem Ausgangsknoten
noch bindre Rateknoten enthalten kann. Diese haben mindestens eine eingehende und

genau eine ausgehende Kante und sind mit x; < {0, 1} fiir : € N gelabelt: .

Analog zu den bei der Definition der deterministischen Turingmaschinen in FluBdia-
grammdarstellung iiber M eingefiihrten Bezeichnungen ist auch bei einer binér nichtde-
terministischen Turingmaschine F in FluBdiagrammdarstellung iiber M die Menge der
Knoten von F bezeichnet mit Kp. Der eindeutige Eingangsknoten wird mit 7;,, der ein-
deutige Ausgangsknoten mit 7,,; bezeichnet. Falls 1 ein Verzweigungsknoten ist, so sind
die beiden Knoten, an denen die beiden von 7 ausgehenden Kanten enden, wieder zusétz-
lich mit + und — gelabelt und werden mit 37 (n) beziehungsweise 5~ (n) bezeichnet. Ist
1N = TNout, S0 ist G(n) = n. Falls n kein Verzweigungs- und kein Ausgangsknoten ist, so
bezeichne (3(n) den eindeutigen Knoten, an dem die von 1 ausgehende Kante endet.

Wie im deterministischen Fall definieren wir wieder die Nachfolgerelation p:

Definition 3.2.2 (Fr fiir BNTMFD/M) Sei F eine bindr nichtdeterministische Tu-
ringmaschine in FluBdiagrammdarstellung iiber einer Strukur M. Die Nachfolgerelation
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FrC (Kr X M) X (Kp X M) wird analog zur Nachfolgerelation fiir deterministische Tu-
ringmaschinen in Flufldiagrammdarstellung definiert. Hierbei kann ein zusétzlicher Fall
eintreten:

o Fiir (n1,v), (N2, w) € Kpx My gilt (n1,v) Fg (12, w), falls ny mit x; < {0, 1} gelabelt
ist und 7, = B(m) und w; € {0,1} und wy, = vy, fiir k& # <.

Wie bei den vollstdndig nichtdeterministischen Turingmaschinen erlauben wir auch bei
vollstéandig nichtdeterministischen Turingmaschinen in FluBdiagrammdarstellung, dafl in
den Rateknoten nicht nur ein Element aus {0, 1}, sondern aus M geraten wird:

Definition 3.2.3 (NTMFD /M) Eine vollstindig nichtdeterministische Turingmaschi-
ne in Flufidiagrammdarstellung iiber einer Struktur M ist eine deterministische Turing-
maschine in FluBdiagrammdarstellung iiber M, die zusétzlich noch Rateknoten enthalten
kann. Ein Rateknoten hat mindestens eine eingehende und genau eine ausgehende Kante

und ist mit x; < M fiir ein 7 € N gelabelt: . Ist n ein Rateknoten, so wird der

eindeutige néchste Knoten mit 3(n) bezeichnet. Auf den anderen Knoten sind 3, 5+, 3~
wie gewohnt definiert.

Auch hier definieren wir wieder die Nachfolgerelation:

Definition 3.2.4 (Fy fiir NTMFD /M) Die Nachfolgerelation FrC (Kpx Myo) X (Kr X
M,) einer vollsténdig nichtdeterministischen Turingmaschine in FluBdiagrammdarstel-
lung F iiber einer Strukur M ist analog zur Nachfolgerelation fiir deterministische Tu-
ringmaschinen in FluBdiagrammdarstellung definiert. Es kann wieder ein zusétzlicher Fall
eintreten:

o Fiir (n1,v), (e, w) € Kr x My gilt (m,v) Fr (2, w), falls n; mit x; « M gelabelt
ist und 7y = fB(n;) und w; € M und wy = vy, fiir k # 4.

Analog zum deterministischen Fall betrachten wir auch bei binér nichtdeterministi-
schen und vollstindig nichtdeterministischen Turingmaschinen in Fludiagrammdarstel-
lung wieder die Zeit-T-Eingabe-Ausgabe-Relation.

Definition 3.2.5 (Hf fiir BNTMFD / NTMFD) Sei F eine binér oder vollstindig
nichtdeterministische Turingmaschine in FluBldiagrammdarstellung iiber einer Struktur
M. Fiir T € N _ wird die Zeit-T-Eingabe- Ausgabe-Relation =L C M* x M* von F definiert
durch:

Fiir 7, € M* und T € Nyg gilt 7 L 4 genau dann, wenn 2° ... 27 € Kp x M
existieren, so daf3

o 2" = (i, Z(7))
o 21 = (Nows, 2) mit O(2) =7

o fiir alle ¢ € [T gilt 2! b 2°.
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3.2.1 Der Zusammenhang zwischen nichtdeterministischen Tu-
ringmaschinen und nichtdeterministischen Turingmaschi-
nen in Flufldiagrammdarstellung

Wie im deterministischen Fall 18t sich ein Zusammenhang zwischen binédr nichtdeter-
minstischen Turingmaschinen in FluBldiagrammdarstellung und binér nichtdeterminsti-
schen Turingmaschinen zeigen. Den Hauptteil der Arbeit hierfiir haben wir schon im
determinstischen Fall erledigt.

Satz 3.2.6 (Aquivalenz von BNTM und BNTMFD) Sei M eine Struktur.

(i) SeiF eine bindr nichtdeterministische Turingmaschine in Flufidiagrammdarstellung
tiber M. Dann gibt es eine bindr nichtdeterministische Turingmaschine Ay tiber M
und Polynome p(n) und qr(n), so daff fir alle T,y € M* und jedes T' € N~q gilt:

FhT g e O gibt ber Eingabe von x eine Berechnung von Ar mit
FY hichstens p(|z]) + qe(T") Schritten, welche § ausgibt.

(i) Sei A eine bindr nichtdeterminstische Turingmaschine iber M. Dann gibt es eine
bindr nichtdeterministische Turingmaschine in Flufdiagrammdarstellung F, tiber
M und Polynome py(n) und gu(n), so daf$ fir alle £,y € M* und jedes T € N<g
qgilt:

o Wenn es bei Eingabe von  eine Berechnung von A mait héchstens T Schritten

und Ausgabe i gibt, so gilt T ng(\i“\)JquT) 7.

o Wenn x I—%A y qilt, so gibt es bei Fingabe von T eine Berechnung von A mit
hichstens T' Schritten, welche y ausgibt.

Beweis: Zu (1): Sei F eine binér nichtdeterministische Turingmaschine in Fluidiagramm-
darstellung iiber M. Die binér nichtdeterministische Turingmaschine Ap iiber M mit fiinf
Béandern konstruieren wir analog zu der im Beweis von Satz 3.1.7 konstruierten determi-
nistischen Turingmaschine:

Die Maschine Ag berechnet bei Eingabe von Z zunéchst die Lénge von Z, speichert diese
auf dem vierten Band und stellt Z(z) auf dem zweiten Band dar. Dann werden nach den
in F dargestellten Anweisungen nacheinander die den jeweiligen Knoten entsprechenden
Blocke von Programmzeilen aufgerufen. Hierbei kann nun ein weiterer Fall eintreten:

e Falls der Knoten n mit z; « {0,1} gelabelt ist, so wird der Zeiger des zweiten
Bandes i Schritte nach rechts bewegt, mit Hilfe einer bindren Rateanweisung 0 oder
1 in das unter diesem Zeiger liegende Feld geschrieben, und der Zeiger wieder ¢
Schritte nach links bewegt. Danach wird der Zéhler fiir die durchlaufenen Knoten
um eins erhoht und das Programm springt in die Zeile, mit der der zum Knoten
B(n) gehorige Block anfiangt.

Auch die Anzahl der fiir einen solchen Block benétigten Schritte kann durch Einfiigen
von ,,Springe in die néchste Zeile“-Anweisungen auf die Anzahl der fiir die tibrigen Blocke
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4 N\ 4 2\
ptrposy (2) ptrposg (4)
T3; < {0, ]_} T3; < M
T3i_9 < 1 x3i_9 < 1
- J - J
Ng+1 Tg+1

Abbildung 3.10: Die Subroutinen fiir die bindren Ratebefehle und die Ratebefehle

benotigten Schritte gebracht werden. Die Outputabbildung wird genauso wie im determi-
nistischen Fall berechnet.

Die Berechnung lauft also fiir die Eingabe & und &k durchlaufene Knoten wieder 4- A-|z|
Schritte fiir die Inputabbildung, Cf - k Schritte fiir die £ Knoten und B - (|z| + k) Schritte
fiir die Outputabbildung. Mit p(n) := (4- A+ B) - n und gr(n) := (Cr + B) - n folgt die
Behauptung.

Zu (11): Sei A eine binér nichtdeterministische Turingmaschine iiber M mit k& Béndern.
Wir konstruieren die binér nichtdeterminstische Turingmaschine in FluBdiagrammdarstel-
lung F, iiber M analog zu der im Beweis von Satz 3.1.8 konstruierten deterministischen
Turingmaschine in Fludiagrammdarstellung:

Zunéchst fiigen wir die Subroutine Inity ein, um die k£ Bénder von A in M., dar-
zustellen (siehe Abbildung 3.3). Dann fiigen wir wie im deterministischen Fall fiir jede
Programmzeile ¢ von A eine entsprechende Subroutine beginnend mit dem Knoten 7, ein.
Hierbei kann nun ein zusétzlicher Fall eintreten:

e Falls II, = (bin-guess ¢) fiir ¢ € [k], so fiigen wir die Subroutine ptrposg (i),
einen mit x3; < {0,1} gelabelten Knoten und einen mit x3;_» « 1 gelabelten
Knoten hinzu. Die ausgehende Kante endet an dem Knoten 7,4, (siche Abbildung
3.10).

Wiederum werden fiir die Subroutine Inity hochstens pii, (|Z|) viele Zustandswechsel,
fiir jede der hochstens T durchlaufenen Subroutinen fiir die Programmzeilen hochstens
AT - Cpirpos,, + 3 viele und fiir die Subroutine outputy, hochstens poyiput, (1) viele Zustands-
wechsel benotigt.

Wenn es eine Berechnung von A bei Eingabe von & mit hochstens T' Schritten gibt,
welche y ausgibt, so gibt es nach Konstruktion von Fu also fiir pa(n) := pini, (n) und
qa(n) :==n - (41 - Chirpos, + 3) + Poutpur, (1) Zustinde 20, ... 2PelZ)+a(D) € [Cp % M, so
daf3

o 20 =(m,Z(7))
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o pallED+an(T) — (n, 2) mit z =y

o 27ty 2 fiir alle i € [pa(|Z|) + qa(T))].
Nach Defintion gilt somit T I—ﬁi(‘f‘)ﬂ&(n 7.

Wenn fiir 7,57 € M* und T' € Ny, andererseits \II%A(E,@) gilt, so gibt es nach Kon-
struktion von F, eine Berechnung von A bei Eingabe von z mit hochstens 7' Schritten,
welche ¢ ausgibt. O

Die analoge Aussage gilt auch fiir den vollstdndig nichtdeterministischen Fall, das
Prinzip ist dasselbe wie im binédr nichtdeterministischen Fall.

Satz 3.2.7 (Aquivalenz von NTM und NTMFD) Sei M eine Struktur.

(i) Sei F eine vollstindig nichtdeterministische Turingmaschine in Flufidiagrammdar-
stellung iber M. Dann gibt es eine vollstindig nichtdeterministische Turingmaschi-
ne Ag iber M und Polynome p(n) und qr(n), so daf fir alle z,y € M* und jedes
T e N>0 ngt

ShT o es gibt bei Eingabe von T eine Berechnung von Ayp mit
FY hiochstens p(|z]) + qe(T") Schritten, welche § ausgibt.
(ii) Sei A eine vollstindig nichtdeterminstische Turingmaschine iber M. Dann gibt es
eine vollstandig nichtdeterministische Turingmaschine in Flufidiagrammdarstellung
Fyu tiber M und Polynome py(n) und qa(n), so daf$ fir alle &,y € M* und jedes
T € Ny gilt:

o Wenn es bei Eingabe von T eine Berechnung von A mit hiochstens T' Schritten
und Ausgabe i gibt, so gilt T l_g‘i(‘x‘)—’—qA(T) 7.

o Wenn x I—%A Y, so gibt es bei Eingabe von & eine Berechnung von A mit héchs-
tens T Schritten, welche y ausgibt.

Beweis: Der Beweis lduft analog zum Beweis des vorherigen Satzes. Der einzige Unter-
schied im Beweis zu (i) besteht darin, dafl der Fall eintreten kann, dafi der Knoten 7 mit
x; «— M gelabelt ist. In diesem Fall wird der Zeiger des zweiten Bandes ¢ Schritte nach
rechts bewegt, dann mit dem Befehl (guess 2) ein Element aus M geraten, der Zeiger
wieder um ¢ Schritte nach links bewegt, der Zéahler fiir die durchlaufenen Blocke um eins
erhoht, und das Programm springt in die Anfangszeile des zum Knoten [3(n) gehorigen
Blockes.

Im Beweis zu (i) besteht der Unterschied darin, dafl wir fiir einen Befehl II, = (guess
i) mit ¢ € [k] die Subroutine ptrposy (i), einen mit xz3; « M gelabelten Knoten und
einen mit x3;,_o <« 1 gelabelten Knoten hinzufiigen. Die ausgehende Kante endet wieder
am Knoten 7,4, (siehe Abbildung 3.7).

Die iibrigen Schritte der Konstruktion von Ap und F, werden wie im binér nicht-
deterministischen Fall durchgefiihrt. Die Anzahl der bendtigten Schritte beziehungsweise
Zustandswechsel ist dieselbe wie im binér nichtdeterminstischen Fall. a



Kapitel 4

Die polynomiellen Hierarchien

In diesem Kapitel werden wir die Definitionen der Klassen NP, und BNP », verallgemei-
nern, was uns auf die Begriffe der polynomiellen Hierarchie und der nach einer Menge
R C M relativierten polynomiellen Hierarchie im Sinne einer Struktur M fithren wird.
Anschlieend betrachten wir Probleme, die eine bestimmte Komplexititsklasse in gewis-
sem Sinne charakterisieren, also fiir die entsprechende Klasse vollstéandige Probleme. Die
in diesem Abschnitt gezeigten Ergebnisse sind im wesentlichen die in [22] prisentierten
Ergebnisse. Da wir immer auch an den klassischen Fragen, ob die polynomielle Hierar-
chie im Sinne der Standardstruktur auf die i-te Ebene kollabiert, interessiert sind, stellen
wir in den H;-Standardtypen Eigenschaften von Strukturen zusammen, die gewéhrleisten,
daB sich die betreffende Struktur beziiglich dieser Frage genauso verhilt, wie die Stan-
dardstruktur. Der Begriff des H;-Standardtyps und die mit diesem zusammenhéngenden
Ergebnisse sind Verallgemeinerungen des in [22] entwickelten Begriffs des Standardtyps
beziiglich der P = NP-Frage und der entsprechenden Ergebnisse fiir diesen Begriff. Ab-
schlieBend zeigen wir ein Transfertheorem fiir elementar dquivalente Strukturen. Dieses
wurde in [16] mit Hilfe von Berechnungsbédumen bewiesen. Unser Beweis wird auf einer
von Moritz Miiller durchgefiihrten Verallgemeinerung des Beweises des Transfertheorems
fiir algebraisch abgeschlossene Korper der Charakteristik 0 aus [3] beruhen und ohne
Berechnungsbaume auskommen.

4.1 PHM und RPHM

Wir haben in Satz 2.2.16 gesehen, daf fiir eine Struktur M gerade diejenigen Probleme
X in der Klasse NPy, liegen, deren Ja-Instanzen bei Vorlage eines geeigneten Zeugens
schnell verifiziert werden konnen. Fiir alle z € M* gilt also

T € X & es gibt ein 5 € MPIE) mit 75 € Y,
wobei p(n) ein geeignetes Polynom und Y ein entsprechendes Problem aus P, ist. Wir
werden nun diesen Ansatz verallgemeinern, und somit die Klassen der polynomiellen Hier-

archie iiber einer Struktur M erhalten. Zunéchst fithren wir noch die folgende Schreibweise
ein:

ol
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Schreibweise 4.1.1 Fiir eine Komplexititsklasse C von Problemen aus M* bezeichnen
wir mit coC die Klasse der Komplemente der Probleme aus C:

coC :={M*"\X|X eC}.
Bemerkung 4.1.2 Wenn C; C Cy, so gilt auch coC; C coCs.

Hiermit kénnen wir nun die polynomielle Hierarchie im Sinne einer Struktur M defi-
nieren:

Definition 4.1.3 (3;Py und II;P, und PH, ) Wir definieren die polynomielle Hier-
archie tm Sinne einer Struktur M induktiv:

[ ZOPM = PM
o IL,P := coX;P oy

Ein Problem X C M* ist in der Klasse ;. 1Py, falls es ein Polynom p(n) und ein
Problem Y € II;Py, gibt, so daB fiir alle x € M* gilt:

T e X & esgibt ein g € MPITD mit 75 e Y.

(] PHM = UieN EZPM

Fiir ¢« € Ny sagen wir, dafl die polynomielle Hierarchie im Sinne von M auf die i-te Ebene
kollabiert, falls fir alle j € N mit j > ¢ gilt:

Analog lasst sich fiir eine Menge R C M durch Verallgemeinern aus der Klasse BNP 4
die nach R relativierte polynomielle Hierarchie im Sinne von M konstruieren:

Definition 4.1.4 (RX;P,; und RIL;P,, und RPH,,) Fiir eine Struktur M und eine
Menge R C M definieren wir die nach R relativierte polynomielle Hierarchie im Sinne
von M induktiv wie folgt:

® REOPM = PM
o RILPy := coR,P
o RAPpr:=RE, Py NRILP

Ein Problem X C M* ist in der Klasse RY; 1P, falls es ein Polynom p(n) und ein
Problem Y € RIL;P ), gibt, so daB fiir alle x € M* gilt:

T € X < esgibt ein g € RPIFD mit 77 € V-

RPHu := U,y REP
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Die nach {0,1} relativierte Hierarchie im Sinne von M nennen wir auch die boolesch
relativierte Hierarchie im Sinne von M und schreiben fiir {0, 1}PH auch BPH 4, fiir
{0,1}%,Py auch BY;P o und fiir {0, 1}I;P o auch BILP oy.

Analog werden die nicht uniforme polynomielle Hierarchie PHl,, die nicht gesetzte
nicht uniforme polynomielle Hierarchie PH , und die entsprechenden nach R relativierten
Hierarchien RPH ¢ und RPH, iiber einer Struktur M definiert.

Bemerkung 4.1.5 (PH, = MPH,,) Die nichtrelativierte polynomielle Hierarchie PH 4
ist eigentlich ein Spezialfall der relativierten polynomiellen Hierarchie RPH . Setzt man
R = M in der Definition der relativierten Hierarchie, so erhélt man gerade die nichtrela-
tivierte Hierarchie.

Die Klassen der Hierarchien haben dann eine bestimmte Darstellung:

Bemerkung 4.1.6 Fiir ein Problem X € RY;P gibt es dann Polynome py(n) ..., p;(n)
und ein Problem Y € Py, so dal (in abkiirzender Schreibweise) fiir alle z € M* gilt:

zeX ey e Rpl(|j|)\v/gj2 c relzl) Qi € RPiED it TRYs ... G €Y

Der Quantor ); ist dabei ein Existenzquantor, falls ¢ ungerade ist, andernfalls ein All-
quantor.

Wenn das Problem X andererseits aus der Klasse RII;P 4 ist, so gibt es Polynome
p1(n)...,pi(n) und ein Problem Y € P, so daf (in abkiirzender Schreibweise) fiir alle
T e M* gilt:

reX eV e R”l(m)ﬂy} S Rz Qiy; € Rri#D it TNYs .. .Y €Y
Hierbei ist der Quantor @; ein Allquantor, falls 7 ungerade ist, ein Existenzquantor sonst.

Bemerkung 4.1.7 (NP, = ¥1P ) Nach Definition gilt ;P = VP und mit Satz
2.2.16 gilt damit NP = 1Py

Bemerkung 4.1.8 Sind zwei Strukturen M und N isomorph via I, und ist ein Problem
X C M* fiir eine natiirliche Zahl 7 aus der Klasse ¥;P oder II;P 4, so ist das Pro-
blem I(X) = {z € N* | I""(x1)...1 ' (2)3) € X} in der entsprechenden Klasse ¥;P
beziehungsweise I1;P /.

Falls die Menge, nach der relativiert wird, schnell entscheidbar ist, so sind die relati-
vierten Klassen in den entsprechenden nicht relativierten Klassen enthalten:

Lemma 4.1.9 Sei M eine Struktur und R C M eine Teilmenge des Universums von M,
so dafs R € Py gilt. Dann gilt fiir jedes 1 € N:

RYPa © 3P g

und somit auch RIL;P g C 1L P o4
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Beweis: Sei also X € RY,;P . Dann gibt es Polynome p;(n),...,p;(n) und ein Problem
Y € P, und fiir alle x € M* gilt:
teX < 3y e Rl Qe RPN mit zg e Y
o g e M7 ED Qg € MPUED mit § € R* und zy € Y.
Die Bedingung ,4 € R* und yx € Y ist nun, da R in P, ist, in polynomieller Zeit

im Sinne von M entscheidbar. Somit gilt X € ;P Da RILPy = coRY; P und
IL,Pyg = coX;P oy, gilt damit auch RIL Py C I1LP o a

Korollar 4.1.10 Fiir jede Struktur M und fiir jedes i € N gilt BY;Py C 2P und
BILP o C ILP o 0

Eine grofle unbeantwortete Frage im Klassischen ist die Frage, ob die polynomielle
Hierarchie auf irgendeine Ebene kollabiert, ob also PH = ;P fiir irgendeine natiirliche
Zahl i gilt. Um zu priifen, ob die polynomielle Hierarchie im Sinne einer Struktur auf
die i-te Ebene kollabiert, reicht es dabei, wie wir sehen werden, zu priifen, ob die Klasse
;P v unter Komplementbildung abgeschlossen ist. Allgemeiner gilt im relativierten Fall:

Lemma 4.1.11 Sei M eine Struktur, sei R C M wund sei i € Nyg. Falls RILPy =
RY;Paq, so kollabiert die nach R relativierte polynomielle Hierarchie im Sinne von M
auf die i-te Ebene.

Beweis: Sei also M eine Struktur und gelte RIL;Py, € RY;Py fiir ein ¢ € Nyg. Da
RIL;P ) gerade die Komplemente der Probleme aus RY;P,, enthélt, gilt damit auch
RY; Py C RILP A4 und somit RIT; Py = RY;P . Es geniigt die Inklusion

RYi 1Py © REP
zu zeigen. Die allgemeinere Aussage, dafl die Inklusion
RYi P € REP pm

fiir alle [ € N gilt, folgt dann mit Induktion.
Betrachten wir also ein beliebiges Problem X € R, 1P . Nach Definition gibt es ein
Polynom p(n) und ein Problem X’ € RIL;P y, so daB fiir alle z € M* gilt:

T e X < esgibt ein g € RPIED mit 75 € X',

Nach Vorraussetzung gilt RIL;Pyy € RY,;P ¢ und somit auch X’ € RY;P . Es gibt also
ein Polynom p’(n) und ein Problem X” € RII; 1Py, so daB gilt:

Ty € X' < es gibt ein z € RP 7D mit 25z € X"
Insgesamt gilt also fiir alle x € M*:
e X & esgibt ein y € RPUPDHED iy 77 € X7
und somit ist das Problem X in der Klasse RY;P . O
Da man ein Problem der Klasse RII;P; durch Quantifizieren ,blinder* Variablen,

welche in der zu priifenden Relation keine Rolle spielen, ohne weiteres zu einem Problem
aus RY; 1Py machen kann, ergibt sich aus dem Lemma das folgende Korollar.
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Korollar 4.1.12 Sei M eine Struktur und sei R C M. Fir allev,j € N mit i < j gilt:
RY;Pym = RE;Pp & RPHy = RY,P oy

Beweis: ,«“: Wenn RPH,, = RY;P ¢ gilt, so gilt nach Definition RY;P g = RY;P aq.
»— " DaRY;Py C RILP o und nach Voraussetzung RY ;P = RY,P py, gilt RE;P g C
RII;P . Da die Klasse RII;P ¢ gerade die Komplemente von RY;P v enthélt, gilt damit
RY;Py = RILP ¢ und die nach R relativierte polynomielle Hierarchie im Sinne von M
kollabiert auf die j-te Ebene. Da nach Voraussetzung R¥;P = RY;Pa, kollabiert sie
also auf die i-te Ebene. O

Mit R = M folgen die letzten beiden Aussagen sofort fiir die nichtrelativierten Hier-
archien:

Korollar 4.1.13 Sei M eine Struktur und seien i,7 € N mit ¢ < j. Dann gult:

(i) Falls IL;P g = ;P pq, so kollabiert die polynomielle Hierarchie im Sinne von M auf
die j-te Ebene.

(ii) Die polynomielle Hierarchie im Sinne von M kollabiert genau dann auf die i-te
Ebene, wenn 3Py = XP aq gilt.

O

Bemerkung 4.1.14 Die Frage, ob in einer Struktur M die Gleichheit der Klassen P
und NP, gilt, ist nach diesen Uberlegungen dquivalent zu der Frage, ob die polynomielle
Hierarchie im Sinne von M auf die 0-te Ebene kollabiert, es gilt:

4.2 Reduktionen und Vollstindigkeit

Wie im klassischen Fall gibt es auch bei dem auf beliebige Strukturen verallgemeinerten
Berechenbarkeitsbegriff gewisse, fiir die verschiedenen Komplexitéitsklassen , charakteris-
tische* Probleme. Dies bedeutet, dafl man jedes Problem einer Komplexititsklasse auf
ein solches fiir diese Klasse charakteristisches Problem schnell zuriickfithren kann. Wenn
man dann einen Algorithmus fiir das charakteristische Problem hat, so kann man jedes
andere Problem dieser Klasse in nur unwesentlich léngerer Zeit 16sen.

Die Idee der schnellen Riickfiihrbarkeit fassen wir fiir uniforme Komplexitétsklassen
in folgende Definition:

Definition 4.2.1 (Py-Reduktion) Sei M eine Struktur und seien X € M* und Y C

M* zwei Probleme iiber dieser Struktur. Eine P -Reduktion von X auf Y ist eine in
polynomieller Zeit berechenbare Funktion f : M* — M*, so daf fiir alle x € M* gilt:

TeX s f(r)eyYy

Das Problem X heifit, falls es eine solche P y,-Reduktion von X aufY gibt, P -reduzierbar
auf Y. Wir schreiben dann: X <Fm Y,
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Da sich uniforme und nicht uniforme Berechnungen manchmal deutlich unterscheiden,
definieren wir fiir den nicht uniformen Fall die Ps-Reduktion:

Definition 4.2.2 (Py-Reduktion) Fiir eine Struktur M und zwei Probleme X und Y
iiber M ist eine Py -Reduktion von X aufY eine Funktion f: M* — M*, so daf} gilt:

e Es gibt eine gesetzte Familie (C),)nen., von Schaltkreisen polynomieller Grifle iiber
M, so daB fiir alle 7 € M* gilt: Cjz(7) = f(7)
o Firalleze M*gilt: 7€ X & f(z) e Y
Das Problem X heifit, falls eine solche Funktion existiert, Py -reduzierbar auf Y, und wir

schreiben: X <Fm Yy,

Wenn ein Problem fiir eine bestimmte Komplexitiatsklasse charakteristisch ist, sollte
also jedes andere Problem dieser Klasse auf es reduzierbar sein. Zusétzlich fordern wir
noch, dafl das Problem selber auch in der Klasse enthalten ist, fiir welche es charakteris-
tisch ist.

Definition 4.2.3 (Vollstidndigkeit) Sei M eine Struktur. Sei R C M und C eine Kom-
plexitétsklasse aus der uniformen nach R relativierten polynomiellen Hierarchie im Sinne
von M. Ein Problem X C M* heifit C-vollstindig beziiglich P pq-Reduktion, falls X € C
und fiir jedes andere Problem Y € C gilt: Y <Fm X

Fiir eine nicht uniforme Klasse C aus RIPH, ist das Problem X analog C-vollstindig
beziiglich P yq-Reduktion, falls X € C und fiir alle Y € C gilt: Y <Fm X

Das Resultat, daf} ein fiir eine bestimmte Klasse vollstandiges Problem auch wirklich
chararkteristisch fiir diese Klasse ist, liefert das folgende Lemma:

Lemma 4.2.4 Sei M eine Struktur. Sei R C M und i eine natiirliche Zahl. Sei weiterhin
C eine Komplezititsklasse mit C = RYX,; Py oder C = RILP o und sei X ein Problem aus
C. Dann gilt fiir jedes Problem'Y C M*:

y<Pm X = vec.
In den nicht uniformen Fdllen analog.

Beweis: Sei also X € C und Y € M* mit Y <P™ X. Es gibt also eine in polynomieller
Zeit im Sinne von M berechenbare Funktion f : M* — M* so daB fiir alle z € M* gilt:

TeY & f(z) e X.

Da X € C gibt es andererseits Polynome p;(n),...,p;(n) und ein X’ € Py, so daB fiir
alle z € M™ gilt:

reX < Qﬂjl c Rp1(|373\) e ngz c Rpl(\i"\) mit Typ ... Y € X'
Insgesamt gilt also fiir alle x € M*:

TeY e Qup e R Qg € RPIFD mit f(z)g .. g € X
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Da die Funktion f in polynomieller Zeit berechenbar und X’ aus P, ist, ist auch das
Problem Y’ := {zy;...y; € M* | f(Z)ir...y; € X'} in Py Somit ist aber Y in der
Klasse C.

In den nicht uniformen Féllen analog. a

Hiermit erhalten wir das fiir die Untersuchungen der polynomiellen Hierarchien not-
wendige Resultat:

Korollar 4.2.5 Sei M eine Struktur und R C M. Seien Cy,Co Komplexititsklassen, so
dafs es natirliche Zahlen iy und iy gibt mit C; = RY;,Paq oder C; = RIL;, Py fiir i € {1,2},
und sei X ein beziiglich P y-Reduktion Cy-vollstindiges Problem. Dann gilt:

X eCy=Cy CCs.
In den nicht uniformen Fdillen analog.

Beweis: Sei X also Ci-vollstandig beziiglich P -Reduktion und Y € C; beliebig. Nach
Definition von C-Vollstindigkeit gilt also Y <P+ X. Mit der Voraussetzung X € Cy und
dem vorangegangenen Lemma also auch Y € Cs.

In den nicht uniformen Féllen analog. O

Bemerkung 4.2.6 Sei M eine Struktur. Wenn ein Problem X fiir eine Komplexitéts-
klasse C € PH, beziiglich P-Reduktion vollstindig ist, so ist M* ~ X fiir die Klasse
coC vollstandig beziiglich P ,(-Reduktion.

Betrachten wir nun die Klasse NP = ¥1P . Um ein beziiglich P r-Reduktion NP 5 -
vollstéindiges Problem X zu finden, stellen wir folgende Uberlegung an:

Fiir ein Problem Y € NP, lassen sich nach Satz 2.2.16 die ,Ja“-Instanzen zu-
sammen mit einem passenden Zeugen in polynomieller Zeit verifizieren. Es gilt somit
{zy | z € Y und y ist Zeuge fiir £} € P, . Nach Satz 2.1.13 gibt es dann eine in po-
lynomieller Zeit berechenbare gesetzte Schaltkreisfamilie (C),)nen.,, welche diese Menge
akzeptiert. Wenn wir also bei gegebenem = € M* wissen, ob es einen Zeugen gibt, so dafl
der entsprechende Schaltkreis das Element  zusammen mit dem Zeugen akzeptiert, so
wissen wir sofort, dafl z € X gilt. Wir betrachten also folgendes Problem:

SAT(SK MIT PAR IN M)
Eingabe: Ein Schaltkreis C(Z, ) in binérer Kodierung, a € M
Frage: Gibt es ein b € M7 mit C(a,b) = 1?

Und in der Tat gilt:

Satz 4.2.7 Das Problem SAT(SK MIT PAR IN M) ist NPy -vollstindig beziiglich P -
Reduktion und NP q-vollstindig beziiglich P (- Reduktion fir alle Strukturen M.

Beweis: Wir miissen zeigen, da SAT(SK MIT PAR IN M) in den Klassen NP und
NP liegt, und daf jedes andere Problem aus diesen Klassen P - beziehungsweise P -
reduzierbar auf SAT(SK MIT PAR IN M) ist.
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Um die Zugehorigkeit zu NPy zu zeigen, konstruieren wir wie folgt eine vollstindig
nichtdeterministische Turingmaschine A {iber M, welche das Problem SAT(SK MIT PAR
IN M) in polynomieller Zeit akzeptiert:

Bei Eingabe von ("C(z, )7, @) berechnet A zunéchst |j| und rit ein b € M9, Dann wertet
sie C'(@, b) mit Proposition 2.1.6 in polynomieller Zeit aus und gibt 1 aus, falls C(a, b) = 1,
andernfalls 0.

Da nach Korollar 2.2.17 die Inklusion NP C NP, gilt, ist SAT(SK MIT PAR IN M)
somit auch in der Klasse NP ,,.

Fiir die NP ps-Vollsténdigkeit beziiglich P -Reduktion betrachten wir ein beliebiges
Problem X € NP, . Nach Satz 2.2.16 gibt es ein Y € P, und ein Polynom ¢, so daf} fiir
alle 7 € M* gilt: 7 € X < es gibt ein § € M) mit 2y € Y. Da Y € P, gibt es nach
Satz 2.1.13 dann eine Familie (C),),en., von gesetzten Schaltkreisen, die das Problem Y’
akzeptiert, so daf§ die Funktion 1" — "C,, " in polynomieller Zeit berechenbar ist. Eine
Maschine A, welche das Problem X auf SAT(SK MIT PAR IN M) reduziert, geht nun
folgendermaflen vor:

Bei Eingabe von @ € M* berechnet A (nach obigen Uberlegungen in polynomieller Zeit)
die Kodierung des Schaltkreises C|g|14(ja))- Die binédre Kodierung des entsprechenden kon-
stantenfreien Schaltkreises C{ (w, Z,y) zusammen mit den von Clz|44(ja)) verwendeten

lal+q(lal)
Konstanten ¢ und dem Element a ist eine Instanz von SAT(SK MIT PAR IN M), und es

gibt genau dann ein b € M) mit Clajrq(ap (G @ b) = 1 und somit mit C(a,b) = 1, wenn
a € X gilt.

Die NP y-Vollstandigkeit beziiglich Py -Reduktion 148t sich analog beweisen, indem
man einfach die Definitionen von NP, und P, verwendet. O

Bemerkung 4.2.8 Analog gilt fiir jede Struktur M, da das Problem ¥;SAT(SK mMiT
PAR IN M) beziiglich P-Reduktion ;P y-vollsténdig ist. Hierbei ist ¥;SAT(SK MIT
PAR IN M) das Problem, bei Eingabe eines Schaltkreises C(Z, 91, ..., ¥;) in bindrer Ko-
dierung und Parametern @ € M/*! zu entscheiden, ob gilt:

b, € MWvb, € M2 Qib; € M mit C(a, by, ..., b) = 1.
Hierbei ist Q; wieder ein Existenzquantor, falls ¢ ungerade ist, ein Allquantor sonst.

Die Frage, ob es fiir einen Schaltkreis C'(Z, %) und ein @ € M* ein passendes b € M*
gibt, so da8 C(a,b) = 1 gilt, lisst sich auch auf eine andere Weise interpretieren. Ei-
ne Sichtweise auf einen solchen Schaltkreis C' ist, dafl er eine quantorenfreie Formel ¢¢
reprisentiert. Die Frage, ob es fiir C' und @ ein b mit C'(a,b) = 1 gibt, ist dann gleichbe-
deutend mit der Frage, ob es ein b gibt, so daf die Struktur M Modell von ¢ (a, b) ist.
Dies motiviert das néchste Problem.

SAT(QF FML MIT PAR IN M)
Eingabe: Eine quantorenfreie Formel ¢(Z, ) in binirer Kodierung, a € M |
Frage: Gibt es ein b € MY mit M = p(a, b)?

Eine Schwierigkeit fiir eine P - oder Py -Reduktion ist hierbei allerdings, da3 die durch
einen Schaltkreis représentierte Formel im Vergleich zum Schaltkreis gewissermaflen zu



4.2. REDUKTIONEN UND VOLLSTANDIGKEIT 99

grof} sein kann. Dies liegt daran, dal in einem Schaltkreis von einem Knoten mehrere
Pfeile ausgehen konnen. Betrachten wir zum Beispiel die Struktur R = (R, 4, P) mit der
fiir eine positive natiirliche Zahl n durch P := {x € R | 2"z = 1} definierten einstelligen
Relation P und den Schaltkreis

n-mal

N

VY Y

+ T+ +°0

welcher gerade die Menge {x | x € P} akzeptiert. Dieser Schaltkreis reprisentiert die
quantorenfreie Formel
2n-mal

THr+ ... +r=1.

Die Lénge dieser Formel ist exponentiell in der Gréfle des Schaltkreises, und es lésst sich
zeigen, dafl es nicht moglich ist, eine dquivalente quantorenfreie Formel anzugeben, deren
Lange nicht exponentiell in der Gréfe des Schaltkreises ist.

Dennoch 1d8t sich mit Hilfe der Einfithrung neuer Variablen das Problem SAT(SK MIT
PAR IN M) auf SAT(QF FML MIT PAR IN M) zuriickfiihren:

Satz 4.2.9 Das Problem SAT(QF FML MIT PAR IN M) ist NP y-vollstindig beziiglich
P r-Reduktion und NPy -vollstindig beziiglich P - Reduktion fiir alle Strukturen M.

Beweis: Das Problem SAT(QF FML MIT PAR IN M) liegt in NP, denn: Es lafit sich
leicht eine deterministische Turingmaschine iiber M konstruieren, die bei Eingabe einer
quantorenfreien Formel ¢(Z) in bindrer Kodierung und eines Elementes a € M* in poly-
nomieller Zeit iberpriift, ob M Modell von ¢(a) ist: sie ,rechnet p(a) aus“, wobei sie die
entsprechenden Elemente fiir die in ¢ vorkommenden freien Variablen einsetzt, Funktio-
nen einfach ausrechnet, fiir eine Relation R die entsprechende charakteristische Funktion
Xr einsetzt und auswertet und Junktoren mittels der Selektorfunktion simuliert. Eine
SAT(QF FML MIT PAR IN M) akzeptierende nichtdeterministische Turingmaschine rét
bei Eingabe von "¢(7,7)” und @ € Ml dann ein Element b € M9l iiberpriift, ob o(a, b)
in M gilt und gibt 1 aus, falls dies der Fall ist, 0 sonst.

Um zu zeigen, dafl das Problem NP ,-vollsténdig beziiglich P -Reduktion ist, zeigen
wir:

SAT(SK MIT PAR IN M) <"M SAT(QF FML MIT PAR IN M)

Hierzu konstruieren wir eine deterministische Turingmaschine A im Sinne von M, die eine
Instanz von SAT(SK MIT PAR IN M) in eine Instanz von SAT(QF FML MIT PAR IN M)
umwandelt. Wie wir in der Voriiberlegung bereits gesehen haben, kénnen wir bei Eingabe
einer Kodierung eines Schaltkreises nicht einfach die durch diesen Schaltkreis représen-
tierte quantorenfreie Formel berechnen, da diese zu grofl sein kénnte. Da wir am Ende
eine Instanz von SAT(QF FML MIT PAR IN M) erhalten wollen, kénnen wir aber neue
Variablen einfiihren, die spéter existentiell quantifiziert werden.
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Bei Eingabe von "C(z, %) und a € M ¥ wobei ¢(C') = [ nehmen wir der Darstellung
halber an, dafl die Knoten von C' durchnummeriert sind und fiihren fiir jeden Knoten ¢
von C eine neue Variable z; ein. Dann bilden wir fiir jeden Knoten ¢, beginnend bei den
Eingangsknoten, folgendermaflen eine zugehorige Formel ¢, (z, 7y, 21, . .., 2):

e Falls der Knoten 7 ein mit einer Variablen z; gelabelter Eingangsknoten ist, ist

QOiEZi:l‘j

e Falls der Knoten ¢ ein mit einem k-stelligen Funktionssymbol f gelabelter Knoten
ist und Pfeile von den Knoten ji, ..., jx empfingt, ist @, = z; = f(z1,..., 2k)

e Falls der Knoten ¢ ein mit x g fiir ein k-stelligen Relationssymbol R gelabelter Knoten
ist und Pfeile von den Knoten ji, ..., ji empfingt, ist ; = (Rz1... 2k Az = 1)V
(Rzy...2k Nz =0)

e Falls der Knoten ¢ der Ausgangsknoten ist, fithren wir zusétzlich noch die Formel
Pout = 2; = 1 ein.

Die Formeln ¢; stellen sicher, daf die neuen Variablen denselben Wert wie der oberhalb
des entsprechenden Knotens liegende Subschaltkreis haben. Durch ,,; wird gewéhrleistet,
daBl der Schaltkreis 1 ausgibt. Nun setzen wir

o(@,5.2) = N\ 0i@,0,2) A pou(2)
i€l

Nach Konstruktion von ¢¢ gilt dann fiir alle @ € M#1 b € M9l
C(a,b) =1 < M = 3zpc(a, b, 2)
Somit gilt fiir alle @ € M
es gibt ein b € M7 mit C(a,b) = 1 genau dann, wenn M = 353zpc(a, 7, 2).

Da in der Konstruktion fiir jeden Knoten hochstens konstant viele Schritte benétigt wer-
den, ist "C'"" — T in polynomieller Zeit berechenbar. Die quantorenfreie Formel oo
(oder vielmehr deren Kodierung ") zusammen mit den Parametern a ist nun eine
Instanz von SAT(QF FML MIT PAR IN M). Somit gilt SAT(SK MIT PAR IN M) <Pm
SAT(QF FML MIT PAR IN M).

Die fiir eine Pys-Reduktion von SAT(SK MIT PAR IN M) auf SAT(QF FML MIT PAR
IN M) benétigte Schaltkreisfolge (Cp)nen konstruieren wir, indem wir die eben konstru-
ierte Turingmaschine A leicht modifizieren und dann die Schaltkreise betrachten, die fiir
die modifizierte Maschine A’ die Ubergangsfunktion berechnen. Dies ist notwendig, da die
Ausgaben von A unterschiedliche Lange haben kénnen.

Sei also A die oben konstruierte deterministische Turingmaschine und p das Poly-
nom, welches die Laufzeit von A beschriankt. Die Maschine A’ simuliert bei Eingabe von
"C(z,7)" und @ € M die Maschine A. Nun muf die Ausgabe noch auf eine einheitliche
Lange gebracht werden. Dazu schreibt A’ noch sooft ,Ax; = x1“ an den Schlufl der Formel,



4.2. REDUKTIONEN UND VOLLSTANDIGKEIT 61

bis die Kodierung der so verliangerten Formel die Lange p(|"C(Z,5)7| + |Z|) - |"Axy = 217
hat.

Sei nun fiir n € N der Schaltkreis C] derjenige Schaltkreis, welcher die Ubergangs-
funktion der Maschine A’ fiir Konfigurationen der Gréfle n beschreibt. Sei aufilerdem p’
das Polynom, welches die Laufzeit von A’ beschriankt. Fiir den Schaltkreis C) schalten
wir (analog zum Beweis von Satz 2.1.13 iiber die Darstellung von P, mittels einer in po-
lynomieller Zeit konstruierbaren Schaltkreisfolge) p’(k) Kopien von C’z’)/(k) hintereinander
und sorgen abschlieBend mit Selektorknoten dafiir, daf§ nur die ersten p(k) - |"Azy = 217
Elemente der Ausgabe von A’ auf Ausgangsknoten abgebildet werden. O

Mit Hilfe des Problems SAT(QF FML MIT PAR IN M) kénnen wir nun eine Eigen-
schaft von Strukturen, in denen NP, = BNP 5 gilt beweisen. Dies gilt dann speziell auch
fiir Strukturen mit Py, = NP,,. Vorab eine kurze Erinnerung an einen Begriff aus der
Modelltheorie.

Definition 4.2.10 (Quantorenelimination) Sei M eine Struktur. M erlaubt Quanto-
renelimination (genauer: die Theorie von M erlaubt Quantorenelimination), falls es fiir
alle n € N zu jeder Formel ¢(xy,...,z,) eine quantorenfreie Formel ¢ (x4, ..., x,) gibt,
so daf} gilt:

ME (... x,) < Y(T1,...,T,)

Falls in einer Struktur M die Gleichheit NPy, = BNP,, gilt, so liegt das Problem
SAT(QF FML MIT PAR IN M), also die Frage, ob eine existentielle Formel in M gilt, in
BNP 4.

Lemma 4.2.11 (NP, = BNPy = QEM) Sei M eine Struktur mit NPy, = BNP
oder NPy, = BNP A . Dann erlaubt M Quantorenelimination.

Beweis: i) Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir den Fall NP, = BNP . Sei dazu
M eine Struktur mit NP, = BNP,,. Nach Satz 4.2.9 liegt das Problem der Erfiillbarkeit
existentieller Formeln mit Parametern in M in den Klasse NP ,, und somit auch in BNP .
Somit gilt also fiir jede existentielle Formel Jyp(a, y) mit Parametern a:

M Jye(a,y) < (Te(z,9)",a) € SAT(QF FML MIT PAR IN M)

Es gibt also nach Satz 2.2.10 Polynome p und ¢ und eine deterministische Turingmaschine
A im Sinne von M, so daf gilt:

es gibt ein £ € {0, 1} 1#1al 50 daB gilt:

M Jgelay) < A akzeptiert ("¢, a,€) in Zeit q(|"¢ " + |a| + |£])

Nach Satz 2.1.13 kann die Maschine A als eine gesetzte Schaltkreisfolge (C),)nen., darge-
stellt werden, und es gilt:

M ): Hg@(d,g) & €8 glbt ein € € {0, 1}‘r(’0—|‘+|6| mit: C|r<p1|+‘a‘+|§|(l—g0—l,d, 5) =1
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Der Schaltkreis C|ry4a|+(e| Teprésentiert eine quantorenfreie Formel t¢. Diese kann sehr
lang sein, was uns jedoch in diesem Kontext nicht zu beunruhigen braucht. Somit erhalten
wir

M = 35p(a, j) < es gibt ein & € {0, 1} mit: M = o (T¢7, a,8)

Da die Lange von € fest ist, gibt es nur endlich viele verschiedene solcher £, und es gilt

METpapeME \  vo(Ceae)

£€{0,1}I" ¢ I+lal

Diese Disjunktion ist also eine zu Jyp(a, y) dquivalente quantorenfreie Formel.

Da jede Formel zu einer Formel in préanexer Normalform &quivalent ist, und man ,,V*
durch ,,—3—* ersetzen und somit mit der oben beschriebenen Methode nacheinander ,,von
innen heraus® alle Quantoren eliminieren kann, gibt es zu jeder Formel eine dquivalente
quantorenfreie Formel, und die Struktur M erlaubt Quantorenelimination.

it) Wenn M eine Struktur mit NP, = BNP,, ist, konstruieren wir die zu 3yp(a, y)
dquivalente quantorenfreie Formel analog. Der einzige Unterschied ist, dal wir die Schalt-
kreisfolge (C),)nen., direkt aus den Definitionen von NPy und Py gewinnen. O

Bemerkung 4.2.12 Es gilt sogar: Wenn fiir ein ¢ € N. 4 die Gleichheit ;P = BY;P
gilt, so erlaubt M Quantorenelimination. Denn dann ist NP, C ;P und somit NP, C
B3P oq. Damit erhéilt man fir SAT(QF FML MIT PAR IN M) eine Bedingung der Form:
Fiir alle z € M* gilt

T € SAT(QF FML MIT PAR IN M) & 361Vey ... Qi&; mit Cls 4. 415412 (T, €1, .-, &) = 1.

Mit Bemerkung 1.1.4 gibt es dann eine Familie von Formeln (¢, )nen.,, so daf die rechte
Seite genau dann der Fall ist, wenn gilt:

3571\7672 e ngz mit M ): wc\ﬁHmei\Hi\ (i’, Elye - ,EZ‘).

Da die ¢; alle aus {0, 1}* sind und eine feste Lidnge haben, kann man dies umschreiben

als

M ): \/ A ce Jéi,l?bc\s'l\-lnu-ﬁ»\s'i\-{»\i\ (fv 5)'
Wie oben ldsst sich nun aus der Formel \/_ A ... Jae o yieiin (z,¢) die die gesuchte
quantorenfreie Formel bilden.

Die Frage, ob die polynomielle Hierarchie in Sinne einer Struktur M kollabiert, ist
somit also nur fiir Strukturen, die Quantorenelimination erlauben, interessant. In Struk-
turen, die keine Quantorenelimination erlauben, gilt P,; # NP, Allerdings reicht die
Tatsache, dafl eine Struktur Quantorenelimination erlaubt, noch nicht aus um folgern
zu konnen, dafl in dieser Struktur P, = NP, gilt. Es lafit sich zum Beispiel zeigen,
da Boolesche Algebren ohne Atome Quantorenelimination erlauben, und dafi in ihnen
P # NPy gilt (fiir die Idee des Beweises siehe zum Beispiel [22]). Um die Erfiillbarkeit
existentieller Formeln (also das Problem SAT(QF FMmL MIT PAR IN M)) schnell 16sen
zu konnen, ist es notwendig, daf§ wir uns die zu einer existentiellen Formel dquivalente
quantorenfreie Formel in einer kleinen Darstellung schnell beschaffen kénnen. Dies fiithrt
auf den Begriff der effektiven Quantorenelimination.
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Definition 4.2.13 (Effektive Quantorenelimination) Eine Struktur M erlaubt ef-
fektive Quantorenelimination, falls es eine deterministische Turingmaschine im Sinne von
M gibt, welche bei Eingabe einer existentiellen Formel 3y¢(Z, y) in bindrer Kodierung in
polynomieller Zeit die Kodierung eines Schaltkreises C,,(z) bildet, so daS fiir alle a € M|
gilt:

M = 30(a@,5) < Cyla) = 1

Hiermit kénnen wir nun Strukturen, in denen P, = NP, gilt, charakterisieren:

Satz 4.2.14 (P, = NPy bedeutet EQE M) Sei M eine Struktur. Dann gilt:

Py = NPy & M erlaubt effektive Quantorenelimination.

Beweis: ,—*“: Gelte Py = NP . Dann gilt auch SAT(QF FML MIT PAR IN M) € Py.
Mit Satz 2.1.13 gibt es dann eine gesetzte Familie (C),)nen., von Schaltkreisen, welche
SAT(QF FML MIT PAR IN M) akzeptiert, so dafl die Funktion 1" — C,, in polynomieller
Zeit berechenbar ist. Die Maschine A, welche aus parameterfreien existentiellen Formeln
die dquivalenten Schaltkreise bildet, berechnet bei Eingabe von "3y (z, y)" zunéchst |z|.
Da 111 € MI#l gilt, ist ("Fyp(z, §)7, 1121) eine Instanz von SAT(QF FML MIT PAR IN M).
Die Maschine A berechnet nun in polynomieller Zeit den Schaltkreis Ciry 5)7+(z/(Z, T),
wobei |zZ| = ["¢(Z,y)|. Fiir den Schaltkreis Cjry(z5)7+/z/("@(Z,7) ", T) gilt dann fiir alle
ae M.
M= 3ye(a,y) < Clro@p iz (Te(@,9) " a) = 1

Die Maschine gibt also "Cjryz.5) 74121 ("0(Z,9) ", ) aus.

»: Wenn andererseits M effektive Quantorenelimination erlaubt, so lasst sich folgen-
dermaflen eine deterministische Turingmaschine A’ im Sinne von M konstruieren, wel-
che das Problem SAT(QF FML MIT PAR IN M) in polynomieller Zeit entscheidet. Da
SAT(QF FMmL MIT PAR IN M) nach Satz 4.2.9 NP y-vollstandig beziiglich P »s-Reduktion
ist, gilt damit auch Py = NP . Bei Eingabe von ("¢(Z,9) ", @) simuliert A’ nun die Ma-
schine, welche in polynomieller Zeit den zu 3y (7, y) dquivalenten Schaltkreis C'(z) bildet.
Nun wertet sie C'(a) aus (was nach Satz 2.1.6 in polynomieller Zeit moglich ist) und gibt
1 aus, falls C'(a) = 1, andernfalls 0. O

In [24] wird eine Struktur beschrieben, welche effektive Quantorenelimination erlaubt,
und in welcher somit Py, = NPy, gilt.

Betrachten wir nun ein weiteres vollstéindiges Problem, das Problem der Erfiillbarkeit
von rudimentiren Formeln iiber einer Struktur M.

Definition 4.2.15 (Rudimentéire Formeln) Eine Formel ¢(z) der Sprache von M
heilt rudimentire Formel iber M, falls ¢ eine endliche Konjunktion von Formeln ()
der Form

(i) @ =x; mit i,j € [|Z]

(ii) f(xiy,...,2;,) = z; fiir eine n-stellige Funktion f aus M und iy,...,i,,j € [|Z]]
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(ili) Rzy, ...z, Vo; = 0 oder Rz, ...x;, V x; = 1 fiir eine n-stellige Relation R aus
Mound iq,...,i,,J € [|Z]], wobei R die Gleichheit sein kann
(iv) z; =eVa; = Vo, =¢"mit e,¢/,¢” € {0,1} und 4, j, k € [|7]]
ist.

Hieraus ergibt sich natiirlicherweise das Problem der Erfiillbarkeit rudimentéirer For-
meln mit Parametern aus M:

SAT(RuD FML MIT PAR IN M)
Eingabe: Eine rudimentére Formel ¢(7, ) in bindrer Kodierung, a € M 1l
Frage: Gibt es ein b € MW mit M = p(a, b)?

Das folgende Lemma {iiber die NP -Vollstandigkeit beziiglich P -Reduktion und die
NP - Vollstandigkeit beziiglich Py-Reduktion von SAT(RUD FML MIT PAR IN M) ist
eher von technischem Nutzen.

Lemma 4.2.16 (Vollstédndigkeit von satrud) Sei M eine Struktur. Dann ist das Pro-
blem SAT(RUD FML MIT PAR IN M) beziiglich P p-Reduktion NP yq-vollstindig und NP -
vollstindig beziiglich Py, -Reduktion.

Beweis: Zunéchst ist SAT(Rup FML MIT PAR IN M) in NPy, denn eine nichtdeter-
ministische Turingmaschine im Sinne von M, welche bei Eingabe von ("¢(z,9)", a) ein
b € M9 rit, dann o(a, b) in polynomieller Zeit auswertet und 1 ausgibt, falls M = o(a, b),
andernfalls 0, akzeptiert das Problem SAT(RUD FML MIT PAR IN M).

Fiir die NP »-Vollstandigkeit beziiglich P ys-Reduktion zeigen wir, daf3

SAT(QF FML MIT PAR IN M) <" SAT(RUD FML MIT PAR IN M)

in allen Strukturen M gilt. Da in Satz 4.2.9 die NP -Vollstandigkeit beziiglich P -
Reduktion von SAT(QF FML MIT PAR IN M) gezeigt wurde, gilt somit auch die NP -
Vollsténdigkeit beziiglich P p-Reduktion von SAT(RUD FML MIT PAR IN M).

Betrachten wir also eine Instanz ("¢(z,9)",a) von SAT(QF FML MIT PAR IN M).
Um diese in eine Instanz von SAT(RUD FML MIT PAR IN M) umzuwandeln, 16sen wir
zundchst die Terme der atomaren Subformeln von ¢ auf, indem wir Hilfsvariablen einfiihren.
Dann legen wir mit Hilfe von zusétzlichen Variablen induktiv die Wahrheitswerte der Sub-
formeln von ¢ fest.

Einen verschachtelten Term t der Form f(t1(Z,y),...,t,(Z,y)) losen wir auf, indem
wir fiir jeden der Terme ¢; und fiir ¢ eine neue Variable z;, bezichungsweise z, einfiigen
und die Konjunktion

/\t2<i‘7g) - zti /\ f(’ztl? e ey ztn) = Z
=1

bilden. Dies liefert Konjunktionsglieder der Form (i) und (ii) der Definition von rudi-
mentiren Formeln.

Um nun induktiv die Wahrheitswerte der Subformeln von ¢ festzulegen, beginnen wir
mit den atomaren Subformeln. Eine atomare Subformel ¢/ hat fiir eine n-stellige Relation
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R aus M, welche die Gleichheit sein kann, und Terme ¢4, ...,t, die Form v = Rty ...t,.
Wir fithren eine neue Variable u,, fiir den Wahrheitswert von v ein und bilden mit Hilfe
der im ersten Schritt fiir die Terme %4,...,%¢, hinzugefiigten Variablen z,...,z2, die
Konjunktion

(Rzty ..z, Vuy = 0) A (mRzy .oz, Vug = 1).

Diese liefert Konjunktionsglieder der Form (iii) der Definition von rudimentéren Formeln.

Um die Wahrheitswerte der nichtatomaren Subformeln von ¢ festzulegen, gehen wir
induktiv vor: wenn wir die Wahrheitswerte von zwei Subformeln ¢/, und 5 schon festgelegt
haben, und die Formel ¢ = 1) V 1), eine Subformel von ¢ ist, fiigen wir die neue Variable
uy hinzu und bilden die Konjunktion

(ugp = 1Vuy, =0Vuy =0)A(up =1Vuy, =0Vuy, =0)A(uy =0Vuy, =1Vuy, =1).

Ist andererseits die Formel ¢ = 1)1 A1 eine Subformel von ¢, so bilden wir die Konjunktion

(up =0Vuy, =1Vuy, =1)A(uy =0Vuy, =1Vuy, =1)A(uy =1Vuy, =0Vuy, =0).

Ist schlieBlich die Formel ¢ = =1y eine Subformel von ¢, so bilden wir die Konjunktion
(up =0V uy, =0Vuy, =0)A (uy =1V uy, =1Vuy =1).

Dies liefert Konjunktionsglieder der Form (iv) der Definition von rudimentéren Formeln.
Da die Formel erfiillt werden soll, fiigen wir fiir die Wahrheitswertvariable u, von ¢ noch
das Konjunktionsglied 1 = u,, also ein Konjunktionsglied der Form (iii) der Definition
von rudimentédren Formeln. Die Konjunktion der auf diese Weise konstruierten Formeln
ist dann eine rudimentdre Formel ¢, fiir die fiir alle 7,y € M* gilt:

M E ¢(3,5) & M = Ji3z/(3, 5,4, 2).
Somit gilt auch fiir alle a € M*:
M E Jye(a,y) & M | yFudze'(a, g, u, 2)

und die Frage, ob ("¢ a) in SAT(QF FML MIT PAR IN M) liegt, ist dquivalent zu
der Frage, ob ("¢/7 a) in SAT(RUD FML MIT PAR IN M) liegt. Da die durchgefiihrte
Konstruktion der rudimentidren Formel ¢’ in polynomieller Zeit bewerkstelligt werden
kann, haben wir eine P -Reduktion von SAT(QF FML MIT PAR IN M) auf das Pro-
blem SAT(RUD FML MIT PAR IN M). O

Lasst man bei der Definition von rudimentédren Formeln die Disjunktionen weg, so
erhdlt man rudimentér-plus Formeln:

Definition 4.2.17 (Rudimentir-plus Formeln) Sei M eine Struktur. Eine Formel
©(Z,y) der Sprache von M heifit rudimentir-plus Formel iber M, falls sie eine endli-
che Konjunktion von Formeln der Form

(i) @ =x; mit i,j € [|Z[]
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(i) f(zi,...,2;,) = x; fiir eine n-stellige Funktion f aus M und iy,...,4,,7 € [|7]]

(i) Rxy ...x;, oder =Rz, ...x;, fiir eine n-stellige Relation R aus M und i, ...,1, €
[|Z]], wobei R die Gleichheit sein kann

ist.

Auch hier betrachten wir wieder das Problem der Erfiillbarkeit solcher Formeln mit Pa-
rametern:

SAT(Rup+ FML MIT PAR IN M)
Eingabe: Eine rudimentéir-plus Formel (Z, y) in binérer Kodierung, a € M 1zl
Frage: Gibt es ein b € MY mit M = p(a, b)?

Mit Hilfe des Problems SAT(RuD+ FML MIT PAR IN M) kénnen wir nun ein Kriterium
fiir NPy, = BNP,, angeben. Die Frage, ob in einer Struktur NP, = BNP,, gilt, ist
wichtig in Hinblick auf die Frage, ob sich diese Struktur beziiglich der P, = NP y-Frage
genauso verhalt, wie die Standardstruktur.

Lemma 4.2.18 (NP, = BNP,, gdw sat(rud+)e€ BNP ) Fiir jede Struktur M gilt:

NP = BNPy & SAT(RUD+ FML MIT PAR IN M) € BNP .

Beweis: ,—“: Das Problem SAT(RuD+ FML MIT PAR IN M) ist in NP, denn ei-
ne Maschine, die iiberpriift, ob eine Eingabe "¢ eine Kodierung einer rudimentér-plus
Formel ist, dann erfiillende Elemente b rit und ¢(a,b) auswertet, akzeptiert gerade das
Problem SAT(RUD+ FML MIT PAR IN M) in polynomieller Zeit.

»<— Wir zeigen, daB falls SAT(Rup+ FML MIT PAR IN M) € BNPy, gilt, das Pro-
blem SAT(RuUD FML MIT PAR IN M) in BNP,, liegt. Da SAT(RUD FML MIT PAR
IN M) nach Lemma 4.2.16 beziiglich P-Reduktion NP -vollstandig ist, gilt damit
NP = BNP o,

Sei also M eine Struktur mit SAT(RUD+ FML MIT PAR IN M) € BNP,,, und sei
A eine binér nichtdeterministische Turingmaschine iiber M, die SAT(RUD+ FML MIT
PAR IN M) in polynomieller Zeit akzeptiert. Wir konstruieren eine binér nichtdetermi-
nistische Turingmaschine A’ iber M, welche SAT(RUD FML MIT PAR IN M) in polyno-
mieller Zeit akzeptiert. Bei Eingabe von ("¢(Z, )", a), wobei ¢ eine rudimentéire Formel
tiber M ist, rdt A’ zunéchst eine 0-1-Folge der Léange |"p(z, )| + |a|. Diese Folge wird
interpretiert als Angabe dariiber, welches der jeweils hochstens drei Disjunkte aus je-
dem Konjunkt von ¢ erfiillt werden soll. Nun konstruiert A’ eine rudimentér-plus Formel
¥(Z,y) aus ¢, indem sie jeweils abhingig von den entsprechenden Elementen der gerate-
nen 0-1-Folge ein Disjunkt aus jedem Konjunkt von ¢ iibernimmt. Als letztes simuliert
A’ die Maschine A angesetzt auf ("¢ (z,y)™",a) und gibt das Ergebnis aus. O
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4.3 Die Standardtypen

Unser néchstes Ziel ist es, Eigenschaften von Strukturen zusammenzustellen, welche si-
cherstellen, dal die diese Eigenschaften erfiillenden Strukturen sich in bezug auf einen
Kollaps der polynomiellen Hierarchie dhnlich wie die Standardstruktur verhalten. Die-
se Eigenschaften werden wir in den Begriffen der Standardtypen zusammenfassen. Wir
einigen uns zunéchst auf eine Schreibweise:

Schreibweise 4.3.1 Fiir eine Struktur M, eine Menge N C M und eine Menge C von

Problemen aus M™* sei
CIN:={XNN"|XeC}.

Da unseren Turingmaschinen nur die Verwendung der Konstanten der entsprechenden
Struktur erlaubt ist, erhalten wir, dafl Turingmaschinen im Sinne einer Struktur M auch
Turingmaschinen im Sinne von jeder Substruktur von M sind und damit:

Lemma 4.3.2 Seien M und N Strukturen mit M C N. Dann gilt:
Py M =Pum

Beweis: ,C“: Sei X € Py [ M. Dann ist X C M* und es gibt eine deterministische
Turingmaschine A im Sinne von N, die X in polynomieller Zeit enscheidet. Da M eine
Substruktur von N ist, ist A auch eine deterministische Turingmaschine im Sinne von M.
Somit ist X € Pyy.

,2: Sei andersherum X € Py, und sei A die deterministische Turingmaschine im
Sinne von M, die X in Zeit p(n) entscheidet. Wir konstruieren eine deterministische Tu-
ringmaschine A’ im Sinne von N, indem wir A’ bei Eingabe von T € N* zunichst den
Wert p(|z|) berechnen und anschlieflend die ersten p(|z|) Schritte von A simulieren las-
sen. H&lt A innerhalb dieser Zeit, so hilt auch A’ und gibt das Ergebnis der Berechnung
von A aus. Hélt A nicht innerhalb von p(|z|) Schritten, so hélt A’ und gibt 0 aus. Sei
Y :={z € N*| A'(z) = 1}. Nach Konstruktion gilt Y € Py und YN M* = X. Somit gilt
X ePy | M. O

Nun koénnen wir das etwas abstraktere folgende Lemma formulieren.

Lemma 4.3.3 Seien My und My Strukturen mit My, C My und set R C M. Gelte
RY; Py, | My = RE; Py, fiir ein @ € N. Dann gilt fir alle j € N mat 57 > a:

o RY;Py, | My = RSPy,
o RILP,, | M, = RILP,,,

Beweis: Da nach Definition RII;Par, = coRY;Pay, gilt, reicht es, RY,;Py, | My =
R, Pz, fiir alle j > ¢ zu zeigen. Sei also j > 4 beliebig. Fiir ein Problem X aus RY;Pq, |
M, gibt es Polynome p;(n)...pj(n) und ein Y € Py, so daB fiir alle z € M} gilt:

T € X & xc M und Iy € RMEDvyy, € Rr20a) - Qg € RPIUD miit 2y ..y € V2
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Betrachten wir das Problem Y’ C M., welches gegeben ist durch:

YI = {g & M; | Qj—(i—l)yj—(i—l)Qj—(i—Q)yj—(i—Q) NN ij_] mlt i‘yj—(i—l) Ce y_] € Y}
Dann gilt fiir alle x € M;:

e X e 3y € Ry, € Re2E) Qs iy € RPED mit gy ..y € Y N M.

Das Problem Y’ N M ist dabei fiir ungerades (j — i) in R3;Pr, | My und fiir gerades
(j — 1) in RIL;P g, [ M;. Da nach Voraussetzung

RYPa, [ My = RYE;Pay,
und somit auch
RILP o, | My = RILP o,
gilt, ist Y' N M fiir ungerades (j — i) in der Klasse R¥;PM; und fiir gerades (j — i) in
der Klasse RIL;P rq,. Damit gibt es aber ein Y” € P, und Polynome ¢;(n),...,¢;(n), so
daB fiir alle z € M gilt:
reX < Elgjl € qu(m) c ngj € qu(lj‘) mit Ty, .. 2 € Y”.
Das Problem X ist also in der Klasse RY;P . a

Als ein Korollar erhalten wir, dafl sich ein Kollaps der booleschen polynomiellen Hier-
archie auf die i-ten Ebene, insbesondere also auch die Gleichheit Py, = BNP,,, auf
Substrukturen vererbt:

Korollar 4.3.4 Seien M und N Strukturen mit M C N. Dann gilt fiir alle i € Ny:
BPH, — BY,Py = BPH, = BE,P o

Beweis: Gelte also M C AN und BPH, = BY; Py fiir ein ¢ € N. Da M eine Substruktur
von N ist, gilt mit Lemma 4.3.2 die Gleichheit Py [ M = P, und somit auch:

BYPy | M = BEP o,

Mit dem vorangegangen Lemma erhalten wir also BX; Py = BX; Py [ M und BY;Pyy =
BY,;Par [ M fiir alle 7 > i. Da nach Voraussetzung die boolesche polynomielle Hierarchie
im Sinne von N auf die i-te Ebene kollabiert, gilt fiir alle j > i die Gleichheit BX; Py |
M = BY,;Pyx | M und somit auch

BY,;Py = BEP .

Mit Korollar 4.1.12 kollabiert dann die boolesche polynomielle Hierarchie im Sinne von
M auf die i-te Ebene. O

Insbesondere vererbt sich also auch die Ungleichheit P, # BNP 5 auf Oberstrukturen.

Im allgemeinen ist dagegen fiir eine Struktur N und eine Substruktur M von N
ein Problem aus einer Klasse ;P nicht automatisch in der Klasse ;P ), da es zum
Beispiel fiir ein & € M* keinen Zeugen aus M*, wohl aber einen Zeugen aus N* fiir die
Zugehorigkeit zu X geben kann. Somit ist im allgemeinen nicht klar, ob sich ein Kollaps
der polynomiellen Hierarchie auf Substrukturen vererbt. Allerdings gilt:
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Lemma 4.3.5 Seien M und N Strukturen mit M C N und sei M € ¥;Pp fiir ein
1 € Nyg. Dann gilt:

(i) PHy = Py = PHy = Py
(11) fir alle R C M und alle j € N mit j > i gilt: RE;Py = 3,Py = RE;Py = E;P g

Beweis: Zu (i): Gelte also PHy = Py. Wir zeigen, dal NPy, C Py gilt. Mit Korollar
4.1.13 gilt dann PHy; = Py Sei X € NP,,. Dann gibt es ein Polynom p(n) und ein
Problem Y € P, und fiir alle z € M* gilt:

TeX < Jge Ml mit zgey
& Jge NP mit g e M* und 25 € Y

Da M € ;P gilt, gibt es andererseits ein & € N und ein Y/ € P, so daf fiir alle y € N*
gilt:
yeM &35 e NV ...Qiz; e NFmit gz e Y.

Um die Zugehorigkeit von Z zu X mit Hilfe eines Zeugen § € NPUZD iiber N zu verifizieren,
muf fiir jede Komponente von  und fiir jede Komponente von = gepriift werden, ob sie
aus M ist. Die dafiir benotigten ik - (p(|z]) + |Z|) quantifizierten Variablen kénnen wir
derart umstellen, dafl wir ¢ abwechselnd existentiell und universell quantifizierte Blocke mit
jeweils k- (p(|z|) +|z|) Variablen erhalten. Die p(|Z|) existentiell quantifizierten Variablen
des Zeugen schreiben wir vor den existentiell quantifizierten ersten Block. Somit hat dieser
nun die Lange k- (p(|Z|)+|z|)+p(|7]), die Liangen der anderen Blocke bleiben unveréndert.

Das Nachpriifen der Zugehérigkeit zu M benotigt fir die |Z|+ p(|z|) zu iiberpriifenden
Elemente jeweils polynomielle Zeit in |Z|, also auch insgesamt nur polynomielle Zeit in
|z|. Ebenso ist die Zugehorigkeit von z zusammen mit dem Zeugen zu Y in polynomieller
Zeit, entscheidbar. Somit gilt aber X € ;P und, da auch die Zugehorigkeit von = zu
M* gepriift wird, sogar X € ¥;Py | M. Da nach Voraussetzung PHy = P, und somit
auch ;P = Py gilt, gilt dann

X e Py [ M.

Da M eine Substruktur von N ist, ist aber Py, | M = P, und somit auch X € Py,.
Da X € ;P beliebig war, gilt damit ;P = Py und mit Korollar 4.1.13 folgt die
Behauptung.

Zu (ii): Sei also R C M und gelte RE;Py = X;P . Sei X ein beliebiges Problem aus
¥;P . Dann gibt es Polynome p;(n),...,p;j(n) und ein Y € Py, so daB fir alle z € M*
gilt:

Te X eIy el Qg € MPED mit zy € Y.

Somit gilt fiir alle x € N*:
Te€X eIy e M) Qg € MPED mit 2y € M* und 2y € Y-

Da M € X,Py konnen wir wieder wie oben die ¢ entsprechenden Blocke von Variablen
und die in polynomieller Zeit zu iiberpriifenden Bedingungen einbauen. Da i < j erhalten
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wir insgesamt, dafl X € ;P gilt, und somit X € R¥;P . Damit gibt es aber Polynome
¢1(n),...,qj(n) und ein Y’ € Py, so daB fir alle z € N* gilt:

7€ X« 3y e R Q€ RPPD mit 25 € V7.

Da M C N gilt, ist die deterministische Turingmaschine im Sinne von N, welche das
Problem Y’ in polynomieller Zeit entscheidet auch eine deterministische Turingmaschine
im Sinne von M. Mit R C M folgt damit X € RY;P . 0

Mit Hilfe des Lemmas 4.3.3 ldsst sich nun folgender Satz beweisen, aus dem wir die
Eigenschaften fiir die Standardtypen gewinnen werden:

Satz 4.3.6 Seien M und N Strukturen mit M C N. Seien i,j € N mit i < j und gelte
o NPy [ M=3%,Puy
o X;Py =MX,Py
o cs gibt ein beziiglich P xr-Reduktion ;P ar-vollstindiges Problem X C M*.
Dann gilt:
(1) PHy = X;Py < PHy = E;P
(ii) PHy = X;Py < PHy = E,P oy

Beweis: Seien also M und N Strukturen und 4,7 € N mit ¢ < j und den geforderten
Eigenschaften.

Zu (i):

»—" Gelte PHy = X, Py Nach Lemma 4.3.3 gilt II;P ¢ = MIL;Py [ M. Da nach
Voraussetzung des Satzes 2Py = MY, Py gilt, gilt auch coX ;P = coM>; Py und somit:

ILPy = ILPy | M.

Da nach Voraussetzung die polynomielle Hierarchie im Sinne von A auf die j-te Ebene
kollabiert, gilt II;Pnr = X;Par und somit auch ILiPy [ M = X;Py [ M. Die Klasse
2;Px | M ist nach Voraussetzung des Satzes gerade die Klasse MY ;P [ M. Dies ist aber
mit Lemma 4.3.3 gerade die Klasse ;P 1. Insgesamt ergibt sich also die Gleichungskette

Py = MILPy [=ILPy | M = S,Py | M =ME,Py | M = 5;P

und die polynomielle Hierarchie im Sinne von M kollabiert mit Korollar 4.1.12 auf die
j-te Ebene.

s Gelte PHy = X;jPag. Sei X das nach Voraussetzung existierende beziiglich
Pa-Reduktion ;P s-vollsténdige Problem mit X C M*. Dann ist X € X,Py [ M.
Mit der Voraussetzung >;Py = MY,;P,r ist X somit in der Klasse MX;Py [ M. Dies
ist mit Lemma 4.3.3 gerade die Klasse ;P . Da die polynomielle Hierarchie im Sinne
von M auf die j-te Ebene kollabiert, gilt ¥;Pq = II;P . Wieder mit Lemma 4.3.3 gilt
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II;Pyp = MILPy | M, und nach der Voraussetzung »;Py = MX;Py des Satzes gilt
MIL;Pp | M =11;Pp | M. Insgesamt ist das Problem X somit in der Klasse

YiPy | M =MEPy | M =3Py =1Py=MILPy | M =1LiPy | M.
Da X ein ¥;P -vollstandiges Problem war, gilt somit
2Py CILPA

und die polynomielle Hierarchie im Sinne von A kollabiert mit Korollar 4.1.13 auf die
J-te Ebene.

Zu (11):

»—" Gelte PHy = X;Pp. Mit Lemma 4.3.3 gilt ¥,Py = MX,;Py | M. Nach Vor-
aussetzung des Satzes ist dies gerade die Klasse X;Px [ M. Da die polynomielle Hier-
archie im Sinne von N auf die i-te Ebene kollabiert und ¢ < j nach Voraussetzung, gilt
2Py = 2Py und somit auch ¥;Pp [ M = X;Pp [ M. Dies ist nach Voraussetzung des
Satzes aber gerade die Klasse ;P . Insgesamt gilt also

SPa=ME;Py | M =Py | M =Py | M = %Py

und mit Korollar 4.1.13 kollabiert die polynomielle Hierarchie im Sinne von M auf die
i-te Ebene.

“—“ Gelte PHy = X;P . Sei X € M* wieder das nach Voraussetzung existierende
beziiglich NP z-Reduktion ;P -vollsténdige Problem. Das Problem X ist in der Klasse
Y;Py | M und somit nach der Voraussetzung des Satzes in der Klasse MY ;P [ M.
Mit Lemma 4.3.3 ist X somit in ¥;P. Da die polynomielle Hierarchie im Sinne von
M auf die i-te Ebene kollabiert, gilt ¥;P g = ;P g, und X ist in ;P aq. Dies ist aller-
dings nach Voraussetzung des Satzes gerade die Klasse ;P | M. Das Problem X ist
somit ;P -vollsténdig und in der Klasse ¥;P . Somit gilt ;P C 3Py und mit Ko-
rollar 4.1.13 kollabiert die polynomielle Hierarchie im Sinne von N auf die i-te Ebene. O

Da die Existenz eines ¥;P-vollstdndigen Problems nur fiir die eine Richtung wichtig
war, folgt aus dem Beweis des Satzes sofort:

Korollar 4.3.7 Seien M und N Strukturen mit M C N. Seien i,7 € N mit i < j und
gelte

o Y, Py [ M =3Py
o X,Py =MX,Py
Dann gilt:
(i) PHy = X;Py = PHy = XP g

(ii) PHy = %;Py = PHy = S:P
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Mit diesem Satz konnen wir nun in dem H;-Standardtyp Eigenschaften zusammen-
stellen, die dafiir sorgen, dafl sich die betreffende Struktur beziiglich eines Kollaps der
polynomiellen Hierarchie &hnlich wie die Standardstruktur verhalt:

Definition 4.3.8 (H;-Standardtyp) Sei M eine Struktur und i € N.g. Die Struktur
M ist vom H;-Standardtyp, falls gilt:

e Py [{0,1} =P
e ¥,Py=BX,Py
e cs gibt ein boolesches beziiglich P -Reduktion ;P y-vollstdndiges Problem.

Fiir Strukturen vom H;-Standardtyp ist dann in der Tat die Frage, ob die polynomielle
Hierarchie auf die i-te oder die 0-te Ebene kollabiert, dquivalent zu der Frage, ob die
polynomielle Hierarchie iiber der Standardstruktur auf die i-te beziehungsweise die 0-te
Ebene kollabiert:

Korollar 4.3.9 Sei M eine Struktur vom H;-Standardtyp. Dann gilt:
(i) PHy = 3Py < PH=%,P
(i) PHyy = Py < PH = P.

Beweis: Sei M vom H;-Standardtyp. Mit Satz 4.3.6 folgt sofort die Behauptung. O

Wir werden in Abschnitt 5.2 mit der Struktur der linearen Worterbiicher eine Struktur
vom Hi-Standardtyp kennenlernen.

Generell haben Strukturen, in denen Py [ {0,1} = P gilt, eine enge Verbindung zur
Standardstruktur:

Bemerkung 4.3.10 Fiir eine Struktur M mit Py | {0,1} = P gilt fir alle s € N:
BYPy [ {0,1} = ¥,P.

Fiir Fragen betreffend die nicht uniforme polynomielle Hierarchie iiber der Standard-
struktur ist der H;-Standardtyp interessant:

Definition 4.3.11 (H;-Standardtyp) Sei M eine Struktur und ¢ € N5. Die Struktur
M ist vom Hi;-Standardtyp, falls gilt:

e Py {0,1} =P
e ¥,Py =BX,Py
e cs gibt ein boolesches beziiglich P -Reduktion ;P y-vollstdndiges Problem.

Analog zum uniformen Fall gilt dann:

Satz 4.3.12 Sei M eine Struktur vom H;-Standardtyp. Dann gilt:
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(i) PHy = 5Py < PH = &,P
(ii) PHy =Py < PH=P

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 4.3.6. O

Allerdings sind in Strukturen mit hochstens abzéhlbarer Symbolmenge nur abzéhlbar
viele Probleme in der Klasse Py, wiahrend die Klasse P iiberabzéhlbar viele Probleme
enthélt. Der Begriff des H;-Standardtyps ist also nur fiir Strukturen mit geniigend Kon-
stanten interessant.

4.4 Ein Transfertheorem

Bevor wir uns den Beispielen zuwenden, werden wir nun ein Transfertheorem beweisen,
welches besagt, dafl sich elementar dquivalente Strukturen, also Strukturen, welche die-
selben Formeln ohne freie Variablen erfiillen, beziiglich eines Kollaps’ der polynomiellen
Hierarchie gleich verhalten. Das Transfertheorem wurde zunéchst von A. Hemmerling in
[16] mit Hilfe von Berechnungsbaumen bewiesen. Wir werden allerdings etwas anders vor-
gehen: unser Beweis beruht auf der von Moritz Miiller aufgezeigten Tatsache, daf} sich zwei
Strukturen M und N, welche eine gemeinsame elementare Oberstruktur £ besitzen, in
bezug auf die Py, = NP -Frage gleich verhalten, falls es in der gemeinsamen Oberstruk-
tur L ein slicewise definierbares und beziiglich P-Reduktion NP -vollstdndiges Problem
gibt, welches eingeschrinkt auf die Universen von M beziehungsweise N beziiglich P -
Reduktion NP p-vollstdndig beziehungsweise beziiglich P-Reduktion NP -vollstdndig
ist. Dies ist eine Verallgemeinerung und leichte Modifizierung des Beweises des Trans-
fertheorems fiir algebraisch abgeschlossene Korper der Charakteristik 0 aus [3].
Wir benotigen zunéchst den Begriff einer elementaren Substruktur.

Definition 4.4.1 (elementare Substruktur) Fiir zwei Strukturen M und A heifit die
Struktur M elementare Substruktur von N, falls M eine Substruktur von A ist, und falls
fiir alle natiirlichen Zahlen n, fiir alle Formeln () mit n freien Variablen und fiir alle
Worter a aus M" gilt:

M Ep(a) & N p(a).

Ist M eine elementare Substruktur von A, so schreiben wir M < A und nennen N auch
eine elementare Oberstruktur von M.

Wir werden das Transfertheorem zunichst fiir Strukturen M und N mit M < N
zeigen. Das gesuchte Ergebnis werden wir dann mit Hilfe eines Resultates aus der Mo-
delltheorie erhalten. Betrachten wir Probleme aus einer Klasse ;P der polynomiellen
Hierarchie im Sinne von A. Diese haben einige niitzliche Eigenschaften.

Lemma 4.4.2 Seien M und N Strukturen mit M =< N. Dann gilt fiir jede postitive
natirliche Zahl i und fir jedes Problem X C N*:
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Beweis: Sei also M < N und gelte X € X;Py. Dann gibt es eine in polynomieller
Zeit berechenbare gesetzte Schaltkreisfamilie (C),)nen., im Sinne von N und Polynome
D1, - .-, Pi, so dafl fiir alle x € N* gilt:

reX & dy € Nz Qiy; € NPED it C|i~‘+p1(‘f‘)+n_+pi(‘j‘)(j’ Yly - ,yi) =1.

Mit Bemerkung 1.1.4 gibt es andererseits eine Familie von Formeln (¢,)nen.,, so da8 fiir
alle z € N* gilt:

Cia|(@) =1 N = 5(2).
Wir schreiben p(|z|) fiir |Z| 4+ p1(|Z]) + ... + pi(|Z]) und y fiir 1, ...,y und erhalten fiir
alle x aus N*:

eX & Jye Nl Qe NPEg mit N | ¥ya) (7, 7)
< NE3I ... Quuibya) (T, 9)

Da M eine Substruktur von N ist, und deshalb M C N gilt, gilt somit aber im Speziellen
auch fiir alle z aus M*:

reXNM &N E3I. .. Quitya (T, Y).
Da M eine elementare Substruktur von N ist, gilt damit fiir alle z € M* auch:
TeXNM < ME3y... Qiyityap(T, )
und aufgrund der Definition der Formeln (¢, )nen., gilt fiir alle £ € M* somit:
e XNM & 3y € M) Qg € MY mit Cpr (7, 9) = 1.

Da die Schaltkreise €, in klassischem Sinne und somit auch im Sinne der Struktur M
in polynomieller Zeit aus n berechenbar sind, 1&8t sich die Bedingung Cypz))(Z,y) = 1 im
Sinne von M in polynomieller Zeit iiberpriifen, und es gilt X N M* € ;P 4. O

Desweiteren sind auch die Restriktionen von beziiglich P y-Reduktion X, P xr-vollstandi-
gen Problemen auf das Universum einer elementaren Substruktur M von N beziiglich
P p-Reduktion 32, P y-vollsténdig:

Lemma 4.4.3 Seien M und N Strukturen mit M < N. Fiir eine natiirliche Zahl i sei
X C N* ein beziiglich Par-Reduktion ;P ar-vollstindiges Problem. Dann ist X N M* ein
beziiglich P aq-Reduktion ;P aq-vollstindiges Problem.

Beweis: Seien also M, N wie gefordert und sei X C N* fiir eine natiirliche Zahl i
ein beziiglich Py-Reduktion ;P a-vollsténdiges Problem. Dann gilt zunéchst mit dem
vorhergehenden Lemma 4.4.2, dal das Problem X N M* in der Klasse ;P liegt. Wir
miissen also noch zeigen, daf} sich jedes andere Problem in ;P im Sinne von M in
polynomieller Zeit auf X N M* reduzieren 1a83t.

Sei dazu Y ein Problem aus ;P . Dann gibt es wieder eine im klassischen Sinne
in polynomieller Zeit berechenbare gesetzte Familie von Schaltkreisesn (C),)nen., und
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Polynome py, ..., p;, so dal mit den Schreibweisen p(n) fiir n+ p1(n) + ...+ p;(n) und y
fiir vy, ..., y; fiir alle Worter x aus M™* gilt:

reY & dy € MrrdED Qiy; € MPED mig Cp(m)(f,g) = 1.

Mit Bemerkung 1.1.4 gibt es wieder eine Familie von Formeln (¢, )nen.,, so daf fiir alle
T e M* gilt:

reY & ME3In .. Qiyibyz(Z, 7).
Da M elementare Substruktur von N ist, gilt wieder fiir alle z € M*:

TeY N E3n ... Qi) (T, )
und aufgrund der Definition der Formeln ), gilt somit fiir alle z aus M*:
zeY & Iy € N Qg € NP mit Cpa) (2, 7) = 1.
Wir definieren nun ein Problem Y C N* durch:
Y :={z e N* |3y € N Qg € NPUD mit Cpzy(7,9) = 1}

Dann gilt Y N M* = Y. Da Schaltkreise im Sinne von M auch Schaltkreise im Sinne von
N sind, ist Y in der Klasse ;P . Da nach Voraussetzung das Problem X beziiglich P -
Reduktion ¥;P -vollstindig ist, gibt es also eine Py-Reduktion f: N* — N* von Y auf
X. Der die Funktion f in polynomieller Zeit im Sinne von N berechnende Algorithmus
A ist, da M eine Substruktur von N ist, auch ein Algorithmus im Sinne von M und
berechnet bei Eingaben aus M* Worter aus M*. Somit gilt aber fiir alle x aus M™*:

TeEY & zeyYnM*
& f(z)e XNM*

Somit ist die Funktion f eingeschréankt auf M* eine P y-Reduktion von Y auf das Problem
X NM*. Da die Konstruktion der Funktion f fiir jedes Problem Y aus ¥;P s moglich ist,
ist X N M* ein beziiglich P y-Reduktion ¥3; P -vollsténdiges Problem. a

Da wir die Eigenschaft, dafl eine elementare Substruktur einer Struktur die gleichen
Formeln erfiillt, wie die Struktur selber, ausniitzen wollen, ist die folgende Beobachtung
niitzlich.

Lemma 4.4.4 Sei M eine Struktur und i eine natirliche Zahl. Dann gibt es fir jedes
Problem X aus ¥;Pa eine Familie (¢n)nen., von Formeln der Sprache von M, so daf
fiir jede postitive natirliche Zahl n die Formel @, gerade n freie Variablen besitzt, und so
dafs gilt:

X={zeM [ M @)}

Beweis: Sei X also ein Problem aus >;P,. Dann gibt es eine in polynomieller Zeit
berechenbare gesetzte Familie (C),)nen., im Sinne von M und Polynome py,...,p;, so
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dafl (wieder mit den Notationen p(n) fiir n + py(n) + ...+ p;(n) und g fir v, ..., y;) fir
fiir alle Worter z aus M™* gilt:

reX & dy € MPrEh QY € MP@) it Cp(m)(i‘,ﬂ) =1.

Mit Bemerkung 1.1.4 gibt es nun wieder eine Familie (¢, )nen., von Formeln, so daf fiir
alle x aus M* gilt:

zeX & Jye M) Qg € MP®) mit M E by (7, 7)
& ME 3y .. Qiuitpz) (7, Y)

Somit gilt fiir die Familie (¢p)nen., von Formeln mit ¢, (Z) := Iy ... Qi¥itlpmn) (T, 9):
X={zeM [M @)}
O

Mit einer solchen Familie von Formeln 1483t sich dann auch die Restriktion eines Pro-
blems auf das Universum einer elementaren Substruktur definieren.

Lemma 4.4.5 Seien M und N Strukturen mit M < N und sei fiir eine Familie (¢n)nen-,
von Formeln der Sprache von N ein Problem X C N* definiert durch X = {z € N* |
N = ¢z(2)}. Dann gilt

XNM ={zeM | M ¢g@)}
Beweis: Gelte also X = {z € N* | N |= ¢3(Z)}. Dann gilt aber

XNM" = {Z2€N"|N Epp(z)}n M
= {2e M" | N o (2)}

Dies ist aber, da M eine elementare Substruktur von N ist, gerade die Menge {T € M* |
M = ¢3(7)}, woraus die Behauptung folgt. O

Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir nun das angekiindigte Transfertheorem fiir elemen-
tare Substrukturen zeigen.

Satz 4.4.6 (Transfertheorem fiir elementare Substrukturen) Seien M und N
Strukturen mit M X N. Dann gilt fiir alle natiirlichen Zahlen i:

PHy = %P < PHy = 5Py

Beweis: Seien also M und N Strukturen mit M < N und i eine natiirliche Zahl.
Zunéchst gibt es mit Bemerkung 4.2.8 generell ein beziiglich Py-Reduktion ;. 1Par-
vollstéandiges Problem X C N*. Mit Lemma 4.4.3 ist das Problem X NM* dann beziiglich
P y-Reduktion ;1P ay-vollstdndig. Auflerdem gibt es mit Lemma 4.4.4 eine Familie
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(¢n)nens, von Formeln, so daB fiir jede positive natiirliche Zahl n die Formel ¢, eine
Formel mit n freien Variablen ist, und so daf gilt:

X={ZeN"|NE g4z}
Mit Lemma 4.4.5 gilt zudem
XNM ={zeM | My}

Betrachten wir nun die einzelnen Implikationen.

,—": Gelte also PHy = ¥;P. Dann ist also auch das Problem X N M* in der Klasse
%P . Somit gibt es eine Familie (C),),en., von gesetzten Schaltkreisen im Sinne von M,
welche in polynomieller Zeit berechenbar sind, und Polynome py, ..., p;, so dal (wieder
in abkiirzender Schreibweise) fiir alle z € M* gilt:

€ XNM & 3y e M) Qg € MY mit Cpa)(7,9) = 1.
Es gibt also wieder eine Familie (¢, )nen., von Formeln, so daB fiir alle z aus M* gilt:
Cla|(T) =1 & M = 4j5(T).
Somit gilt also auch fiir alle Worter z € M™:
TeXNM & ME3Iy. .. Qi (T, 7).

Mit der Voriiberlegung gilt andererseits z € X N M* & M |= ¢3(z). Deshalb gilt fiir
alle x € M*:

M E o (T) & M E 3y ... Qilitp(z) (T, Y)
und somit, auch

M |: vz ((’0|i~|(i‘) « Jy; . . -Qz‘y_ﬂ/}p(li\)(i’v ﬂ)) :

Da M eine elementare Substruktur von N ist, gilt damit aber auch
N EVz (¢z(2) < 30 Qugitp(zy (T, 7))
und somit gilt mit der Definition der Formeln ¢, fiir alle z aus N*:
7€ X e Iy e N Qg € NPED mit Cpa (7,9) = 1.

Da man Schaltkreise im Sinne von A in polynomieller Zeit auswerten kann, ist die Be-
dingung Cpz) (7, ) = 1 eine P y-Bedingung. Somit gilt X € ;P -, und die polynomielle
Hierarchie im Sinne von A kollabiert auf die i-te Ebene.

»“1 Gelte andererseits Py = ¥,;Py. Dann ist das Problem X in der Klasse ;P .
Mit Lemma 4.4.2 ist damit aber auch das Problem X N M* in der Klasse >;P . Da das
Problem X NM* nach den Vorbemerkungen ;1P rs-vollstdndig beziiglich P s-Reduktion
ist, gilt somit ¥, 1Py = ;P A, und die polynomielle Hierarchie im Sinne von M kolla-
biert auf die i-te Ebene. a

Wir wollen nun den Fall von Strukturen, in denen dieselben Formeln ohne freie Varia-
blen gelten, betrachten.
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Definition 4.4.7 Zwei Strukturen M und N mit gleicher Symbolmenge heilen elemen-
tar dquivalent, falls fiir jede Formel ¢ der Sprache von N ohne freie Variablen gilt:

MEpeNE-
Sind M und N elementar fquivalent, so schreiben wir auch M = N.

Wir werden ein Ergebnis aus der Modelltheorie verwenden, welches wir an dieser Stelle
jedoch nicht beweisen werden. Fiir den Beweis siehe zum Beispiel [13], Seite 46 oder [23],
ebenfalls Seite 46.

Satz 4.4.8 Seien M und N Strukturen mit M = N. Dann gibt es eine elementare
Oberstruktur £ von M, so dafi N isomorph zu einer elementaren Substruktur von L ist.

Das angekiindigte Transfertheorem ergibt sich nun widerstandslos.

Satz 4.4.9 (Transfertheorem fiir elementar dquivalente Strukturen) Seien M
und N Strukturen mit M = N. Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl i:

PH, = %Py < PHy = 5Py

Beweis: Wenn die beiden Strukturen M und N elementar dquivalent sind, so gibt es mit
Satz 4.4.8 eine elementare Oberstruktur £ von M, so dal A/ isomorph zu einer elementa-
ren Substruktur von £ ist. Mit dem Transfertheorem fiir elementare Substrukturen und
Bemerkung 4.1.8 gilt dann

& PHy = XPa

und somit die Behauptung. O



Kapitel 5

Anwendungen / Beispiele

Wir wollen abschliefend verschiedene Strukturen betrachten und in Hinblick darauf un-
tersuchen, ob sie vom H;-Standardtyp sind. Ist dies fiir eine Struktur M der Fall, so
erinnern wir uns, dafl die Frage, ob Py, = NP, gilt, dquivalent zu der Frage ist, ob
P = NP gilt. Zunéchst werden wir uns mit Strukturen mit endlicher relationaler Symbol-
menge beschéftigen. Dann werden wir mit der Struktur der linearen Worterbiicher eine
Struktur kennenlernen, die vom H;-Standardtyp ist. Im AnschluB an diese Uberlegungen
betrachten wir verschiedene Strukturen iiber den reellen Zahlen, und als letztes wenden
wir uns Korpern zu. Die Ergebnisse dieses Kapitels sind im wesentlichen die Ergebnisse
aus [22] beziehungsweise [26], bis auf die Ergebnisse in Lemma 5.2.1 und Satz 5.3.6, welche
aufgrund des leicht modifizierten Berechnungsmodells dort nur in einer nicht uniformen
Version gelten.

Um zu zeigen, dafl eine Struktur vom H;-Standardtyp ist, miissen wir unter anderem
die Eigenschaft Py, [ {0,1} = P nachweisen. Falls M eine endliche Struktur ist, so gilt
Py 1 {0,1} = P sofort, da die endlich vielen Elemente von M durch endliche 0-1-Folgen
kodiert werden konnen. Eine Turingmaschine im Sinne von M kann somit durch eine
klassische Turingmaschine simuliert werden, indem die Funktionen und Relationen von M
durch Subroutinen iiber der Standardstruktur berechnet werden. Da die Symbolmenge von
M nach unserer Generalvoraussetzung nur endlich viele Funktions- und Relationssymbole
enthélt, ist die Anzahl der von den Subroutinen benétigten Schritte beschrinkt, und die
insgesamt benotigte Zeit vergrofert sich nur um einen linearen Faktor.

Es gilt sogar:

Lemma 5.0.10 Sei M eine Struktur, so daf$ die von {0,1} erzeugte Substruktur endlich
ist. Dann gilt:
Py | {0,1} =P.

Beweis: Sei also M eine Struktur mit [{0, 1}]™ endlich. Fiir ein beliebiges X € Ppy |
{0, 1} konstruieren wir eine das Problem X in polynomieller Zeit entscheidende determi-
nistische Turingmaschine A’ im klassischen Sinne wie folgt:

Da die von {0, 1} erzeugte Substruktur in M endlich ist, konnen wir alle ihre Elemen-
te durch endliche 0 — 1-Folgen kodieren. Desweiteren konstruieren wir uns wie fiir eine
endliche Struktur die Subroutinen, welche die Funktionen und Relationen von M auf den
Kodierungen der Elemente von [{0, 1}]* simulieren. Da X € Py | {0,1} gilt, gibt es

79
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eine Turingmaschine A im Sinne von M, welche das Problem X fiir Eingaben aus {0, 1}*
in polynomieller Zeit entscheidet. Die von und konsruierte klassische Turingmaschine A’
tiberpriift bei Eingabe von z € M* nun zuerst, ob z € {0, 1}* gilt, und gibt 0 aus, falls
dies nicht der Fall sein sollte. Andernfalls simuliert A’ die Maschine A, indem sie die
Funktionen und Relationen von M mit den entsprechenden Subroutinen simuliert. Da
das Uberpriifen der Eingabe in linearer Zeit moglich ist, und da die von den Subroutinen
bendtigte Zeit beschrinkt ist, vergrofiert sich die bendtigte Zeit wieder nur um einen li-
nearen Faktor. Die klassische Turingmaschine A’ entscheidet also X in polynomieller Zeit,
es gilt X € P. a

Um zu zeigen, daf eine Struktur, deren von {0, 1} erzeugte Substruktur endlich ist,
vom Hi-Standardtyp ist, geniigt es also, die Gleichheit von NP s und BNP »; und die Exis-
tenz eines booleschen NPy -vollsténdigen Problems zu zeigen. Es wird noch angenehmer,
wenn wir Strukturen mit endlicher relationaler Symbolmenge betrachten:

5.1 Strukturen mit endlicher relationaler Symbolmen-
ge

Da in Strukturen mit endlicher relationaler Symbolmenge, also in Strukturen, deren Sym-
bolmenge (aufler dem Selektor und der Identitdt) nur endlich viele Konstanten- und Re-
lationssymbole enthilt, die von {0, 1} erzeugte Substruktur endlich ist, gilt mit Lemma
5.0.10 die Gleichheit von Pps [ {0,1} und P. Wir wollen Kriterien dafiir angeben, daf}
eine solche Struktur vom H;-Standardtyp ist.

Wir werden sehen, daf es in jeder Struktur mit endlicher relationaler Symbolmenge,
welche Quantorenelimination erlaubt, ein boolesches NP s-vollstandiges Problem gibt,
das Problem der Erfiillbarkeit quantorenfreier Formeln ohne Parameter:

SAT(QF FML OHNE PAR IN M)
Eingabe: Eine quantorenfreie Formel ¢(z) in bindrer Kodierung

Frage: Gibt es ein a € M* mit M |= ¢(a)?

Um dies zu zeigen, benotigen wir den Begriff des quantorenfreien Typs eines Elementes
aus M*.

Definition 5.1.1 (quantorenfreier Typ) Sei M eine Struktur mit endlicher relatio-
naler Symbolmenge. Fiir ein x € M* ist der quantorenfreie Typ von T die Konjunktion
der atomaren oder negiert atomaren Formeln in |a| Variablen, die von a erfiillt werden:

af-tp p[a] := /\ Y(xy,. .., 2p)

¢ Literal, M}=vy(a)

Die Reihenfolge der Literale in der Konjunktion ist dabei z.B. durch die lexikographi-
sche Ordnung und die Ordnung der Relations- und Konstantensymbole festgelegt. Da die
Symbolmenge von M relational und endlich ist, ist qf-tp[a] eine endliche Konjunktion.
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Da auflerdem die Symbolmenge jeder der von uns betrachteten Strukturen die Konstan-
tensymbole 0 und 1, die Funktionssymbole Id und S und das Relationssymbol = enthélt,
ist der quantorenfreie Typ auch fiir das leere Wort definiert.

Der quantorenfreie Typ hat einige niitzliche Eigenschaften:

Lemma 5.1.2 (Eigenschaften von qf-tp,,) Sei M eine Struktur mit endlicher rela-
tionaler Symbolmenge und sei a € M*. Dann gilt fir alle quantorenfreien Formeln ¢ in
la| freien Variablen:

(i) af-tp \[a] kann bindr kodiert werden

(11) Die Funktion f : M* — {0,1}* mit f(z) := qf-tp[z] ist in polynomieller Zeit im
Sinne von M berechenbar

(i1i)) M = ¢(a) genau dann, wenn ¢ aus qf-tp \,[a] beweisbar ist.

Beweis: Zu (i): Klar, da die Symbolmenge von M endlich ist.

Zu (11): Wir konstruieren einen Algorithmus, der die Funktion f in polynomieller Zeit
im Sinne von M berechnet wie folgt: Bei Eingabe von = € M™* geht der Algorithmus
der Reihe nach alle méglichen Relationen und Kombinationen von x4, ..., xjz durch, und
priift, ob die Relationen auf die entsprechenden Kombinationen zutreffen. Ist dies der
Fall, so schreibt er die entsprechende atomare Formel zu dem quantorenfreien Typ dazu,
andernfalls ihre Negation. Die benotigte Laufzeit ist zwar exponentiell in der maximalen
Stelligkeit der Relationssymbole, aber nur polynomiell in der Lénge von z.

Zu (111): Wenn ¢ eine quantorenfreie Formel in |a| Variablen ist, so ist ¢ eine boole-
sche Kombination von atomaren Formeln in |a| Variablen. Da in qf-tp \4[a] festgelegt ist,
welche der atomaren Formeln von a erfillt werden, ist ¢ also genau dann aus qf-tp ,,[al
beweisbar, falls ¢(a) in M gilt. O

Mit Hilfe des quantorenfreien Typs konnen wir nun das Problem SAT(QF FML MIT
PAR IN M) auf das Problem SAT(QF FML OHNE PAR IN M) reduzieren, und somit die
NP - Vollsténdigkeit von SAT(QF FML OHNE PAR IN M) beweisen:

Lemma 5.1.3 (satqf-p npm-vollst) Sei M eine Struktur mit endlicher relationaler
Symbolmenge, welche Quantorenelimination erlaubt. Dann ist das Problem SAT(QF FML
OHNE PAR IN M) beziiglich P rq-Reduktion NP yq-vollstandig und beziiglich P pq- Reduktion
NP r-vollstindig.

Beweis: Wir beweisen den uniformen Fall, der nichtuniforme Fall folgt dann sofort.
Zunéchst ist das Problem SAT(QF FML OHNE PAR IN M) in der Klasse NP ,,, denn
eine nichtdeterministische Turingmaschine im Sinne von M, welche bei Eingabe einer
quantorenfreien Formel in bindrer Kodierung "¢(zy,...,2,)" ein Wort a € M!™#" vt
und (in polynomieller Zeit) priift, ob ¢(ay,...,a,) in M gilt, akzeptiert SAT(QF FML
OHNE PAR IN M) in polynomieller Zeit.

Um die NP - Vollstéandigkeit beziiglich P y-Reduktion zu zeigen, zeigen wir

SAT(QrF FML MIT PAR IN M) <" SAT(QF FML OHNE PAR IN M).
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Die Idee hierbei ist, daB wir fiir eine Instanz ("¢ (z,y)", a) von SAT(QF FML MIT PAR
IN M) die Parameter a durch den quantorenfreien Typ von a ersetzen. Es gilt ndmlich

fiir alle @’ € Mlal.

Wenn qf-tp[a] = af-tpy[a], so M = 3gp(a, y) & M E Jyp(d, y),

denn da M Quantorenelimination erlaubt, gibt es eine zu Jyp(z,y) dquivalente quan-
torenfreie Formel ¢(xy,..., x5 ). Weiter gilt dann mit dem vorherigen Lemma M =
Jyp(a, y) genau dann, wenn die Formel ¢ aus qf-tp [a] beweisbar ist. Dies ist aber mit
af-tpyla] = af-tp[a’] genau dann der Fall, wenn ¢ aus qf-tp\[a’] beweisbar ist, also
genau dann, wenn M = Jyp(d’, y) gilt.

Somit gilt also fiir ein quantorenfreies ¢(, ) und a € M

M = Fyp(a,y) & M = e3y(at-tpy[al(z) A e(z, 7).

Die Kodierung der Formel (qf-tp.[a](Z) A ¢(Z,y)) ist nun eine Instanz des Problems
SAT(QF FML OHNE PAR IN M). Zudem ist die Funktion ("p(z,9)",a) — (af-tp[a] A
©(Z, 7)) in polynomieller Zeit im Sinne von M berechenbar, da nach dem vorherigen Lem-
ma 5.1.2 die Funktion a — qf-tp,[a] in polynomieller Zeit im Sinne von M berechenbar
ist. O

In Strukturen mit endlicher relationaler Symbolmenge gilt also Py, [ {0,1} = P und
es gibt ein boolesches NP s-vollstandiges Problem. Die letzte Eigenschaft, die sie erfiillen
miissen, um vom Hi-Standardtyp zu sein, ist die Gleichheit von NP, und BNP . Hierfiir
gibt es ein schones Kriterium.

Satz 5.1.4 (stdtp - qgftp in np) Sei M eine Struktur mit endlicher relationaler Sym-
bolmenge, welche Quantorenelimination erlaubt. Dann ist die Struktur M genau dann
vom Hiy-Standardtyp, wenn die Menge der Kodierungen threr realisierten quantorenfreien
Typen in NP liegt.

Beweis: ,—“: Sei M vom H;-Standardtyp und sei 6 := {"qf-tp \4[a] " | @ € M*}. Es gilt
0 € NP, | {0, 1}, denn eine nichtdeterministische Maschine im Sinne von M, welche bei
Eingabe von T (Z)” testet, ob ¢ die richtige Form hat, ein Element a € M rit und
testet, ob M = 9(a) gilt, akzeptiert 6 in polynomieller Zeit. Da andererseits M vom
Hi-Standardtyp ist, gilt

NP [ {0,1} = BNP, | {0,1} = NP

und somit § € NP.

L, Sei also 0 := {"qf-tp[a]™ | @ € M*} und gelte § € NP. Nach Lemma 5.0.10
gilt Py [ {0,1} = P und nach Lemma 5.1.3 gibt es ein boolesches NP r-vollstandi-
ges Problem. Wir miissen also noch die Gleichheit NPy, = BNP ,, zeigen. Da das Pro-
blem SAT(QF FML OHNE PAR IN M) nach Lemma 5.1.3 beziiglich P »s-Reduktion NP y,-
vollsténdig ist, reicht es hierfiir zu zeigen, dafl gilt:

SAT(QF FML OHNE PAR IN M) € BNP .
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Ein BNP ,-Algorithmus A, der das Problem SAT(QF FML OHNE PAR IN M) in po-
lynomieller Zeit akzeptiert, arbeitet wie folgt: Bei Eingabe einer Kodierung "¢ einer
quantorenfreien Formel ¢(x1, ..., x,) rit A eine Kodierung einer quantorenfreien Formel
(1, ..., x,) der Linge max{|"r(xy,...,x,)"| | » € 6} und priift mit Hilfe des NP-
Algorithmus fiir # nach, ob ¢ ein in M realisierter quantorenfreier Typ ist. Ist dies nicht
der Fall, so verwirft A die Eingabe. Andernfalls priift der Algorithmus, ob die Formel ¢
aus 1) beweisbar ist. Hierzu reicht es, da ¢ eine quantorenfreie Formel und somit eine
boolesche Kombination von atomaren Formeln ist, wenn A die Wahrheitswerte der in
¢ vorkommenden atomaren oder negiert atomaren Subformeln aus ¥ gewinnt und dann
mit diesen und mit Hilfe der mittels der Selektorfunktion simulierten booleschen Funk-
tionen den Wahrheitswert von ¢ errechnet. Wenn der so errechnete Wert 1 ist, ist ¢ aus
1 beweisbar, und fiir dasjenige a € M* mit ¢ = qf-tp \4[a] gilt mit Lemma 5.1.2 somit
M = p(a). In diesem Fall akzeptiert A die Eingabe. Ist der errechnete Wert 0, so verwirft
A die Eingabe.

Da der Algorithmus insgesamt eine 0-1-Folge polynomieller Lénge rdt und mit der
verwendeten Methode in polynomieller Zeit nachpriifen kann, ob die eingegebene Formel
von einem den geratenen quantorenfreien Typ erfiillenden Element erfiillt wird, ist somit
SAT(QF FML OHNE PAR IN M) € BNP,, und damit NP, = BNP . Die Struktur M
ist also vom H;-Standardtyp. a

5.2 Lineare Worterbiicher

Im folgenden werden wir die Struktur der linearen Worterbiicher LW betrachten. Wir
werden sehen, dafl LW vom H;-Standardtyp ist. Leider ist nicht bekannt, ob Prw = NPprw
gilt.

Das Universum von LW ist die Menge

U:={0,1} U{(en)nen | &; € {0,1} fiir alle ¢ und (&,),, schlieBlich aperiodisch}

der unendlichen schliellich aperiodischen 0-1-Folgen mit 0 und 1. Die Struktur LW be-
sitzt (auBler der Selektorfunktion und der Identitéatsfunktion) die Funktion v, welche einer
unendlichen 0-1-Folge ihr erstes Folgenglied zuordnet und definiert ist durch

[z, fallsze{0,1}
v(x) = { o, falls x = (g,)nen

Auflerdem besitzt LW die Funktion h, welche einer unendlichen 0-1-Folge dieselbe Folge
ohne ihr erstes Folgeglied zuordnet:

o, falls x € {0,1}
h(z) = { (Ent1)nen, falls x = (&,)nen

Da die beiden Funktionen v und % auf der Menge {0, 1} die Identitétsfunktion berechnen,
erhalten wir mit den zu Beginn dieses Kapitels angestellten Uberlegungen sofort das
folgende Lemma.
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Lemma 5.2.1 Fir die Struktur LW gilt Prw [ {0,1} = P.

Beweis: Da die Funktionen v [ {0,1} und A [ {0,1} gleich der Identitét sind, ist die von
{0,1} in LW erzeugte Substruktur endlich. Mit Lemma 5.0.10 gilt dann Prw [ {0,1} = P.
O

Bemerkung 5.2.2 Es 1488t sich zeigen, daf} fiir die mit Konstantensymbolen fiir jedes
Element des Universums U verldngerte Struktur (LW, (¢,)uecr) die Gleichheit

P(LW,(cu)ueU) r {07 ]-} =P

gilt (siehe [22]). Da aber P # P gilt, gilt somit auch

PLW # P(LW,(Cu)uEU) :

Berechnungen im Sinne von LW unterscheiden sich somit stark von Berechnungen im
Sinne von (LW, (¢y)uev)-

Um zu zeigen, dal LW vom H;-Standardtyp ist, miissen wir also noch die Gleichheit
NPw = BNPprw und die Existenz eines booleschen beziiglich Pryw-Reduktion NPpyy-
vollstdndigen Problems zeigen. Hierzu gehen wir dhnlich vor wie bei den Beweisen zu
Lemma 5.1.3 und Satz 5.1.4. Wir zeigen, dafl es um zu sehen, ob eine quantorenfreie
Formel mit Parametern erfiillbar ist, reicht, einen bestimmten Typ statt eines konkreten
Wortes zu raten. Dieser Typ kann dann wieder binér kodiert werden und somit erhalten
wir die beiden gesuchten Eigenschaften von LW.

Zunéchst definieren wir den n-Typ eines Wortes aus U*:

Definition 5.2.3 (n-Typ) Fiir n € N ist der n-Typ n-tp[a] eines Wortes a aus U* eine
Konjunktion iiber die Gleichungen

. 0, falls v(h™(a;))
o v(h™(x;)) :{ 1, falls v(h™(a;))

W (i) = b (), falls B (a;) = h™ (a;)
W (i) # b (), falls B (ai) # W™ (a;)

0
1

} fiir m < n und i € [|al]

} fiir my, my <mund i,j € [|al].

Der n-Typ von a bestimmt also eindeutig die ersten n Folgeglieder der Komponenten
von a und ob zwei der Komponenten von a ab dem i¢-ten und j-ten Folgenglied iden-
tisch sind, wobei ¢ und j hochstens so grofi wie n sind. Analog zum frither definierten
quantorenfreien Typ hat der n-Typ dann gewisse niitzliche Eigenschaften.

Lemma 5.2.4 (Eigenschaften des n-Typs) Sein eine natirliche Zahl. Dann gilt:
(i) die Funktion y — n-tp|y| ist in polynomieller Zeit in n + |y| berechenbar
(ii) es ist in polynomieller Zeit in || +n entscheidbar, ob eine Formel ¢ ein n-Typ ist

(iii) fiir quantorenfreies o(Z) und a € Ul gilt LW = ¢(a) genau dann, wenn ¢ aus
lp|-tpla] beweisbar ist.
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Beweis: Zu (i): Um den n-Typ eines Wortes y zu berechnen, werden zunéchst in O(n-|y|)
Schritten fiir jede Komponente y; von 3 die Werte h%(y;), ..., h™(y;) berechnet. Dann wird
fiir jedes h!(y;) der Wert v(h!(y;)) berechnet und je nach Ergebnis die Formel v(h!(z;)) = 0
oder v(h'(z;)) = 1 zu der Konjunktion hinzugefiigt. AbschlieBend werden in O(n? - |y|?)
Schritten die Gleichheiten der Form h™!(y;) = h™?(y;) tberpriift und je nach Ergebnis
die Formel h™'(z;) = h™(z;) oder die Formel h™ (x;) # h"2(x;) zu der Konjunktion
hinzugefiigt.

Zu (ii): Um bei Eingabe einer Formel ¢ zu entscheiden, ob ¢ = n-tplal fiir ein a € U*
gilt, reicht es, zu iiberpriifen, ob die Formel ¢ die richtige Form hat, ob zwischen den
Gleichungen keine Widerspriiche auftreten und ob keine Gleichungen der Form h™ (x;) =
h™2(x;) auftreten, welche z; periodisch machen wiirden. Dies ist in polynomieller Zeit
moglich.

Zu (ii): Wenn ¢ quantorenfrei ist, so kommen in ¢ also auch hochstens Subformeln
der Form v(h* (x;) = € oder h*(z;) = h* (x;) mit s;,s; < |p| vor (bis auf Subformeln mit
der Identitéatsfunktion beziehungsweise der Selektorfunktion, welche sich aber in derartige
Subformeln umwandeln lassen). Ob diese Gleichungen von a erfiillt werden oder nicht, ist
durch den |p|-Typ von a festgelegt. O

Um das néchste, fiir das gesuchte Ergebnis grundlegende Lemma zu beweisen, benoti-
gen wir noch eine technische Definition.

Definition 5.2.5 (n-abhingig) Sei n eine natiirliche Zahl. Zwei Elemente a;, ay aus U
heiflen n-abhdngig, falls es natiirliche Zahlen my, ms mit m; < n und my < n gibt, so dafl
h'™ (CLl) = h™Mm2 (CLQ) gllt

Das folgende Lemma wird uns erlauben, das Problem SAT(QF FML MIT PAR IN LW)
auf das Problem SAT(QF FML OHNE PAR IN LW) zuriickzufiithren. Mit der Ldnge einer
Formel ist hierbei die Anzahl der Zeichen der Formel gemeint.

Lemma 5.2.6 Sei n eine natirliche Zahl. Wenn zwet Elemente a; und as von U* den-
selben (n* + n)-Typ haben, so erfiillen sie dieselben existentiellen Formeln der Linge n:
fiir alle existentiellen Formeln yp(z,y) der Linge n im Sinne von LW gilt

Beweis: Betrachten wir zunéchst fiir eine natiirliche Zahl k eine quantorenfreie Formel der
Lange k. Da die Formel die Léange k£ hat, kommen in ihr auch héchstens k-fach verschach-
telte Terme vor. Zudem lassen sich die Selektorfunktion und die Identitétsfunktion durch
die beiden Funktionen v und A ausdriicken, hierbei kommen v und h nicht verschachtelt
vor. Die fiir die Frage, ob ein Element aus U* die quantorenfreie Formel erfiillt oder nicht,
relevanten Informationen sind somit alle im k-Typ dieses Elements enthalten. Wenn al-
so zwei Elemente denselben k-Typ haben, so erfiillen sie auch dieselben quantorenfreien
Formeln der Léange hochstens k.

Bei einer existentiellen Formel Jyp(z, ) der Léinge n werden andererseits hochstens n
Variablen quantifiziert, und der quantorenfreie Teil ¢ hat hochstens die Lange n. Um die
Behauptung zu zeigen, reicht es, die Behauptung

fiir alle b, € U™ gibt es ein by € U™ mit n-tp|day, by] = n-tp[as, by
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zu zeigen. Denn wenn fiir @; dann LW = 3g¢(ar, ) gilt, so gibt es ein by € U™ mit
LW k= ¢(ay,by). Da es damit ein by € U* gibt, so daB n-tp[ay, by] = n-tp|da, bo] gilt und da
nach obiger Uberlegung zwei Worte desselben n-Typs dieselben quantorenfreien Formeln
der Linge n erfiillen, gilt damit auch LW |= ¢(dz, by) und somit auch LW &= Jyo(az, 7).

Um ein solches Wort by zu konstruieren, gehen wir folgendermaflen vor:

Seien @; und dy mit (n? +n)-tplai] = (n® +n)-tplds] und b; € U™ gegeben. Um die Kom-
ponenten von by, welche eine gewisse relevante Verbindung zu @; haben, zu kennzeichnen,
nennen wir ein Element by;, von b; dann n-zugdnglich, wenn es (nicht notwendigerweise
verschiedene) Elemente by;,, ..., by;, von b, und ein ay;, aus ap gibt, so dafl die beiden
Elemente by;, und ay,, und fiir 1 < j <n —1 jeweils die Elemente by;; und by;;,, im Sinne
der vorhergehenden Definition n-abhéngig sind.

Wir behandeln zunéchst die n-zugénglichen Komponenten von b;. Ohne Einschriankung
der Allgemeinheit seien byy,. .., by, die n-zuginglichen Komponenten von b;. Fiir ein sol-
ches n-zugédngliches by; gibt es eine minimale natiirliche Zahl m und eine natiirliche Zahl
[ mit m < n?und [ < n?, sowie ein &; € {0,1}™ und ein ay;, aus dy, so daf by; = &;h!(a;,)
gilt. Um die entsprechende Komponente by; zu konstruieren setzen wir

bgi = éihl(agio).
Dann ist n-tp[day, b1y, - - ., bix] = n-tp[da, bay, . . ., box], denn:

e Falls eine Gleichung der Form v(h*(x;)) = € in n-tplay, b11, . .., byx] vorkommt, so
ist entweder s < |a;| und die Gleichung kommt in (n* 4+ n)-tp[d;] und somit auch
in (n? + n)-tplay] vor, weswegen v(h®(ay;)) = e gilt und die Gleichung auch in
n-tpldz, ba1, . .., bog] vorkommt; oder es ist @ > |ay|. Dann gilt allerdings fiir das
entsprechende by; die Gleichheit v(h*(by;)) = € und aufgrund der n-Zugénglichkeit
von by; gilt somit fiir geeignete m,l € N mit m < n? und [ < n, ein ; € {0,1}™
und ein ay;, aus a; die Gleichheit v(h*(g;h'(ayj,))) = €. Nun gibt es zwei Félle:

— Erster Fall: s < m. Da |&;| = m gilt, gilt mit v(h*(g;h!(ay;,))) = € die Glei-
chung €j,41 = € und somit auch v(h*(g;h!(as;,))) = e. Nach Konstruktion
von by, gilt somit v(h*(by;)) = ¢ und die Gleichung v(h*(z;)) = ¢ kommt in
n-tp[dz, bay, . . ., bog] vor.

— Zweiter Fall: s > m. Mit s > m und v(h*(g;h'(a15,))) = € gilt dann auch
v(h'*57™(ay,,)) = €. Da l+ s —m < n?+n und die (n? + n)-Typen von
d; und dy identisch sind gilt somit auch v(h'*""(ay;,)) = € und damit auch
v(h*(byj)) = €. Die Gleichung kommt also auch in n-tp[ds, bay, . . ., bag] vor.

e Falls fiir s,7 < n eine Gleichung oder Ungleichung der Form h®(z;) = h"(x;)
in n-tplay, b1y, ..., bix] vorkommt, so gibt es wieder verschiedene Félle. Wir be-
schrinken uns hier auf den Fall, daf§ die jeweilige Gleichung vorkommt, die Beweise
fiir die Ungleichungen laufen analog.

— Erster Fall: 4,7 < |ay|. In diesem Fall macht die Gleichung nur eine Aussage
tiber eine Beziehung zwischen ay; und aq;. Es gilt also h*(ay;) = h"(ay;). Somit
kommt die Gleichung auch in (n? + n)-tp[a;] und also auch in (n* + n)-tplas)
vor. Damit gilt aber auch h*(ag;) = h"(ag;) und die Gleichung kommt auch in
n-tpldz, ba1, . . ., bog] vor.
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— Zweiter Fall: ¢ < |ay| und j > |a1| oder j < |ay| und ¢ > |a;|. Ohne Ein-
schrinkung sei @ < |ay| und j > |ay|. Es gilt also h*(by;) = h"(ay;) fiir das
entsprechende by;. Fiir geeignete m, [, &, a1, ist wieder by, = &h'(ay;, ).

« Falls s < m, so ist h*(biy) = €y(s11) - - - Eemh(a1j,) und somit h'(ai;,) =
hrt™m=5(ay;). Da l < nund r+m — s < n? gilt, kommt somit h'(z,,) =
RT3 (25) in (n® 4 n)-tpld;] und also auch in (n*+n)-tplas] vor. Es gilt al-
so h'(agj,) = h™"™ % (as;). Andererseits gilt aber auch v(h"(a1;)) = €y(s+1),
(" (a1;)) = eust2)s- - 0(KT" 5 ay;)) = euy, die entsprechenden
Gleichungen kommen also auch in (n? + n)-tp[d;] und somit in (n* +
n)-tplds] vor, und es gilt v(h"(as;)) = eysi1y, V(R (ag)) = Eigsta),-- -
v(h™T™ " (ag;)) = e4m. Insgesamt gilt also h*(by;) = h'(as;) und die zu-
gehorige Gleichung kommt in n-tplas, ba1, . . ., bay| vor.

* Falls s > m, so ist h*(by;) = h'™*"™(ay;,). Eine entsprechende Gleichung
kommt somit auch in (n? + n)-tp[di] = (n® + n)-tp[az] vor und es gilt
h?(by) = h'57™(ag,,). Die Gleichung kommt somit in n-tp|da, bai, - . . , bag]
VOr.

— Dritter Fall: 7,5 > |ay|. Es gilt also h*(by) = h"(b1j). Da b1y und by beide n-
zuginglich sind, ist by = €3 hlv (ay) und by = e}/hli’ (ayj;). Analog zum zwei-
ten Fall kommt dann die Gleichung h*(z;) = h"(x;) auch in n-tp[ds, bay, . . . , by
VOT.

Betrachten wir nun die nicht n-zugénglichen Komponenten ;1) . . . b1, von b;. Da diese
nicht n-zugénglich sind, sind sie auch nicht n-abhéingig von aibq; ...by, das heifit in
n-tp[a;b;] kommen fiir alle i € [|a;| + k] und j € {|ay| + kK + 1,...,|d1| + n} und fiir
alle s;,s; € [n] die Ungleichungen h%(by;) # h%(by;) vor. Wir miissen also Elemente
ba(k+1), - - -, b2n komstruieren, die n-unabhéngig von asby; ... b sind, und die dieselben
Gleichungen v(h*(z;)) = € und h*(x;) = h'(x;) erfiillen wie die by(xy1y, - .., bin.

Die ersten n Folgeglieder dieser Elemente sind dabei schon durch die Gleichungen
der Form v(h*(x;)) festgelegt. Die Idee ist die, dafl wir danach eine endliche 0-1-Folge
einfiigen, die die n-Unabhéngigkeit jedes der by(yy1), ..., ban von dby .. . by sicherstellt.
Danach fiillen wir (unter Beachtung der Gleichungen der Form h*(x;) = h"(x;)) mit belie-
bigen 0-1-Folgen auf. Hierzu beginnen wir mit demjenigen by;, welches in den Gleichungen
h*(x;) = h"(x;) ,den kleinsten Exponenten hat®, fiir welches also fiir alle b;; und alle s;, s;
mit 7% (by;,) = h* (by;) gilt: s; < s;. Da die by; schlielich aperiodisch sind, existiert solch
ein Element by;,. Falls es mehrere solche Elemente geben sollte, wihlen wir ein beliebiges.
Die ersten n Folgenglieder des zu konstruierenden by;, werden durch die von by;, erfiill-
ten Gleichungen der Form v(h*(x;)) festgelegt. Danach fiigen wir eine endliche 0-1-Folge
ein, welche die n?-Unabhingigkeit des by;, von daby; ... by, garantiert. Da wir insgesamt
hochstens n Elemente konstruieren miissen, wird damit sichergestellt, dal auch das letzte
konstruierte Element n-unabhéngig von dsboy . . . by ist.

Als néchstes betrachten wir das Element by,,, welches in den Gleichungen h°(x;) =
h'(x;) ,den néchstkleineren Exponenten hat“. Fiir die Konstruktion des Elementes by;,
halten wir uns fiir die ersten n Folgenglieder wieder zunéchst an die Gleichungen der
Form v(h*(z;)), welche von by;, erfiillt werden. Den Rest von by;, konstruieren wir aus dem
Element by;, mit Hilfe der entsprechenden Gleichung h®% (z;) = h* (x;). Sollte by;, nicht
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mit by;, {iber n-abhéngige b; zuginglich sein, so verfahren wir wie bei der Konstruktion
von by;, . Analog konstruieren wir die iibrigen Elemente von by(y1) - . . bay,.

Die so konstruierten Elemente byj41) .. . by, erfiillen dann dieselben Gleichungen der
Form h*(z;) = h'(x;) wie by(k41) - - - b1, und sind n-unabhéngig von @by . . . bay,. Somit gilt
insgesamt

n-tplay, by] = n-tplas, b].

Es gibt also fiir alle b; € U™ ein by € U™ mit n-tp[dy, by] = n-tpldaz, by]. Mit den zu Beginn
des Beweises angestellten Uberlegungen folgt hieraus die Behauptung. O

Nun konnen wir endlich das erwiinschte Ergebnis beweisen.
Satz 5.2.7 Die Struktur LW ist vom Hi-Standardtyp.

Beweis: Zunichst gilt in LW nach Lemma 5.2.1 die Gleichheit Py [ {0,1} = P. Fiir die
Existenz eines booleschen beziiglich Pry-Reduktion NPpy-vollsténdigen Problems zeigen
wir zunédchst

SAT(QF FML MIT PAR IN LW) <"IW SAT(QF FML OHNE PAR IN LW).

Da das Problem SAT(QF FML MIT PAR IN LW) mit Satz 4.2.9 beziiglich Pry-Reduktion
NPpw-vollstindig ist, folgt damit die NPyw-Vollstdndigkeit von SAT(QF FML OHNE PAR
IN LW).

Sei also A ein Algorithmus, welcher bei Eingabe einer Instanz ("¢(z,y)",a) von
SAT(QF FML MIT PAR IN LW) zuniichst den Wert |¢| und dann die Formel (|o|* +
|o|)-tpla](Z) berechnet. Dies gelingt mit Lemma 5.2.4 in polynomieller Zeit. Anschliefend
bildet A wiederum in polynomieller Zeit die Kodierung der Formel ((|¢|? + |¢|)-tp[a](z) A
©(Z,7y)). Dies ist nun eine Instanz von SAT(QF FML OHNE PAR IN LW), und da mit
Lemma 5.2.6 zwei Tupel mit demselben (n? +n)-Typ dieselben existentiellen Formeln der
Léange n erfiillen, gilt

LW = Jgp(a, 5) < LW = 3235 ((le|* + |¢l)-tp[al(2) A (2, 7).

Der Algorithmus A ist somit eine Pry-Reduktion von SAT(QF FML MIT PAR IN LW) auf
SAT(QF FML OHNE PAR IN LW). Desweiteren sind quantorenfreie Formeln ohne Para-
meter bindr kodierbar, da die Symbolmenge von LW endlich ist. Das Problem SAT(QF
FML OHNE PAR IN LW) ist somit ein beziiglich Prw-Reduktion NPpy-vollsténdiges boo-
lesches Problem.

Die Gleichheit von NPy und BNPpw gilt andererseits, da ein Algorithmus, welcher
bei Eingabe einer Kodierung einer quantorenfreien Formel ¢ die bindre Kodierung ei-
nes |p|-Typs rdt und dann mittels Wahrheitswertrechnens in polynomieller Zeit iiber-
priift, ob ¢ aus dem geratenen Typ beweisbar ist, mit Lemma 5.2.4 gerade das Problem
SAT(QF FML OHNE PAR IN LW) akzeptiert. Da der Algorithmus in polynomieller Zeit
liuft, gilt somit SAT(QF FML OHNE PAR IN LW) € BNPpy und mit den obigen Uber-
legungen NPryw = BNPpy. a
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Mit Korollar 4.3.9 ist somit die Frage, ob Pryw = NPpw gilt, dquivalent zu der klas-
sischen P = NP-Frage. Ebenso ist die Frage, ob NPrw = coNPrw gilt, dquivalent zu der
Frage, ob NP = coNP gilt. Leider ist fiir die linearen Worterbiicher keine der Antworten
auf diese Fragen bekannt.

Bemerkung 5.2.8 Es lafit sich zeigen, dafi die Struktur (LW, (¢, )uer) vom H;-Standard-
typ ist. Die Frage, ob Pw (cu)ucr) = NPaw,(cu)uer) &ilt, ist somit dquivalent zu der klas-
sischen Frage, ob P = NP gilt. Hierfiir siche auch Bemerkung 5.2.2 und [22].

5.3 Strukturen iiber den reellen Zahlen

Wir wollen nun verschiedene Strukturen iiber den reellen Zahlen betrachten. Zunachst zu
den reellen Zahlen mit der Addition und dem additiven Inversen.

5.3.1 Mit Addition und additivem Inversen

Wir betrachten die Struktur R~ = (R, 4, —), in deren Symbolmenge (neben dem dreistel-
ligen Funktionssymbol fiir die Selektorfunktion, dem einstelligen Funktionssymbol fiir die
Identitat und den beiden Konstantensymbolen fiir 0 und 1) nur ein zweistelliges Funkti-
onssymbol ,,+* fiir die Addition und ein einstelliges Funktionssymbol ,,—*, fiir die Inver-
senfunktion, welche einer reellen Zahl ihr additives Inverses zuordnet, vorkommen. Unser
Ziel ist es wieder, zu untersuchen, ob die Struktur R~ vom H;-Standardtyp ist.

In einem ersten Schritt betrachten wir die Klasse Pz= [ {0,1}. Da eine deterministi-
sche Turingmaschine iiber R~ bei Eingabe von & € {0, 1}* in ihrer Berechnung nur ganze
Zahlen erzeugen und verwenden kann, ist das folgende Resultat nicht wirklich tiberra-
schend.

Satz 5.3.1 In der Struktur R~ gilt:
Pr=1{0,1} =P.

Beweis: Da die booleschen Funktionen in R~ mit der Selektorfunktion simuliert werden
konnen, gilt die Inklusion P C Px= sofort, es ist also nur noch die Inklusion Pz= [ {0,1} C
P zu zeigen.

Sei also X ein Problem aus Pr= | {0,1}. Dann gibt es ein Problem X’ € Px-, so daf§
X = X'Nn{0,1}* gilt. Sei nun A die deterministische Turingmaschine im Sinne von R~,
welche X' in Zeit p(n) entscheidet. Bei Eingabe von z € {0, 1}* kommen in der Berechnung
von A nur ganze Zahlen vor. Desweiteren kann A im ungiinstigsten Fall die Zahl 27
erzeugen, indem sie p(n)-mal die Funktion = +— 2z iteriert. Fiir alle in der Berechnung
vorkommenden Zahlen z gilt also |z| < 2P(™. Damit koénnen aber alle in der Berechnung
vorkommenden Zahlen in 0-1-Folgen der Linge hochstens log(2P() +1 = p(n) + 1 kodiert
werden.

Eine klassische Turingmaschine, welche die Maschine A bei Eingabe von € € {0, 1}*
simuliert, indem sie die entsprechenden binéren Kodierungen verwendet, benotigt also mit
einer geeigneten Konstanten C' € N fiir jede Addition und jede Berechnung eines Inversen
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jeweils hochstens C' - p(|&]) Schritte. Da die Maschine A nach hochstens p(|€]) Schritten
hilt, hilt die Maschine A’ nach héchstens C' - (p(|]))? Schritten. Somit gilt X € P. O

Auch hinsichtlich des zweiten Kriteriums fiir den Hj-Standardtyp erhalten wir ein
positives Ergebnis.

Satz 5.3.2 In der Struktur R~ gilt:
NPx- = BNPg-.

Beweis: Mit Lemma 4.1.9 ist klar, dal BNPr= C NPx= gilt. Um die Inklusion BNPr= C
NPx= zu zeigen, reicht es mit Satz 4.2.18 zu zeigen, dafl das Problem der Erfiillbarkeit
von rudimentér-plus Formeln in der Klasse BNPr-= ist.

Das Problem SAT(RUD+ FML MIT PAR IN R7) ist sogar in der Klasse Pz=, denn:
Eine rudimentér-plus Formel ist eine Konjunktion von Gleichungen und Ungleichungen
und l&Bt sich somit in polynomieller Zeit in ein System von linearen Gleichungen und
Ungleichungen umwandeln, welches ganzzahligen Koeffizienten hat und auf dessen rechter
Seite reelle Zahlen stehen. Falls in einem der Konjunktionsglieder die Selektorfunktion
vorkommt, wird sie dabei wie folgt umgewandelt:

To — x1:0
= T3 — .’171:1

. ZL‘l#O

S(x, @0, 23) = x4 — X1 F# 21 filir 24 & {21, 29, 23}

Das so konstruierte System ist genau dann losbar, wenn die urspriingliche rudimentéar-
plus Formel erfiillbar ist. Indem rationale Zahlen als Tupel zweier ganzer Zahlen gespei-
chert werden, werden die Gleichungen dieses Systems mit Hilfe des Gaufischen Algorith-
mus gelost. Sind die Gleichungen nicht 16sbar, ist auch die rudimentéar-plus Formel nicht
erfiillbar. Sind die Gleichungen l6sbar, so werden die Losungen in die Ungleichungen des
Systems eingesetzt, und es wird iiberpriift, ob Ungleichungen der Form = # x entstehen.
Ist dies der Fall, so ist die Formel wieder nicht erfiillbar. Andernfalls ist das System l6sbar
und die Formel somit erfiillbar.

Eine deterministische Turingmaschine A im Sinne von R~, welche SAT(RUD+ FML
MIT PAR IN R7) in polynomieller Zeit 16st, berechnet bei Eingabe einer rudimentér-plus
Formel und der Parameter also das System von linearen Gleichungen und Ungleichun-
gen und ermittelt wie oben beschrieben, ob das System losbar und somit ob die Formel
erfiillbar ist. O

Bemerkung 5.3.3 Es lafit sich sogar zeigen, daf} in der Struktur R~ fiir jede natiirliche
Zahl i die Gleichheit
YiPr= = BX,;Pgr-

gilt. Hierzu siehe zum Beispiel [3].
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Fiir die letzte Bedingung fiir den H;-Standardtyp erhalten wir allerdings ein negatives
Resultat, die Struktur R~ liefert uns auf diesem Weg keine Informationen beziiglich der
P = NP-Frage. Um dies zu zeigen, benotigen wir ein einfaches Lemma.

Lemma 5.3.4 Sei V ein unendlich-dimensionaler Vektorraum tiber dem Korper K und
seien fir m,n € Nyg und i € [m] und j € [n] Korperelemente \;; € K und Vektoren
a; € V gegeben. Dann hat das Ungleichungssystem

)\111‘1 + ...+ Alnxn 7é aq

A1+ oo+ AT # Ay
eine Lésung.

Beweis: Da V ein unendlich-dimensionaler Vektorraum ist, gibt es linear unabhéngige
Vektoren x1, ..., x,,sodaB [{z1,..., 2z, }]¥N[{ai,...,an}]¥ = {0}. Diese sind eine Losung
des Ungleichungssystems. O

Nun kénnen wir nicht nur zeigen, dafl in R~ die Klassen Pr= und NPx= verschieden
sind, sondern leider auch, dafl es in R~ kein boolesches beziiglich Pr=-Reduktion NPx--
vollstédndiges Problem gibt.

Satz 5.3.5 In der Struktur R~ gilt
(i) Pr= # NPg-
(ii) es gibt kein boolesches beziiglich Pr=-Reduktion NPr=-vollstindiges Problem.

Beweis: Zu (i): Wir betrachten das Problem, bei Eingabe von z € R* zu entscheiden,
ob es ein Tupel £ € {0,1}# mit g; # 0 fiir mindestens ein i € [|z|] gibt, so daB e;z; +
..+ gz = 0 gilt. Da wir in der Struktur R~ nicht iiber die Multiplikation verfiigen,
interpretieren wir die Produkte ¢;2; durch S(e,0,2). Wir nennen dieses Problem X. Das
Problem X ist in BNPz= und somit auch in NPx=, denn eine binér nichtdeterministische
Turingmaschine im Sinne von R~, welche bei Eingabe von # ein £ € {0, 1}/ rit und
iiberpriift, ob > 1 | S(e;,0,2;) = 0 gilt, akzeptiert X in polynomieller Zeit.

Um zu sehen, dafl X nicht in Pr= liegt, nehmen wir an, es gébe eine deterministische
Turingmaschine A im Sinne von R~, welche X in Zeit p(n) entscheidet. Die Maschine
A rechnet bei Eingabe von z in der von Z in R~ erzeugten Substruktur. Wéhrend der
Berechnung fiithrt A Tests mit der Eingabe Z durch, jeder von diesen hat dabei die Form
21Ty + ...+ 2@z = ¢!, wobel z; € Z fiir i € [|Z|] und ¢ € Z. Nach einer entspre-
chenden Normierung, die das Ergebnis des jeweiligen Tests nicht verdndert, haben alle
durchgefiihrten Tests die Form

QT+ ..+ QT =7

wobei ¢; € Q fiir i € [|z|] und ¢ € {0,1}. Da A das Problem X in Zeit p(n) entscheidet,
werden also auch hochstens p(|z|) Tests durchgefiihrt.
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Wir wollen nun zwei Eingaben @ und b mit @ ¢ X und b € X konstruieren, so da A bei
beiden Eingaben dasselbe Ergebnis liefert. Sei n € N geniigend gro8, so dal p(n) < 2" —1
gilt und sei a € R", so daf aq,...,a,,1 linear unabhéngig iiber Q sind. Nach den obigen
Uberlegungen fiihrt A hochstens p(n) Tests qra; + ... + qua, = ¢7 durch. Aufgrund der
linearen Unabhéngigkeit von (a, 1) ist jeder dieser Tests negativ. Da p(n) < 2" — 1, gibt
es ein 7 € {0,1}" mit 7; = 1 fiir mindestens ein ¢ € [n], so dafl kein Test der Form
may+ ...+ na, = c? in der Berechnung von A vorkommt. Sei nun k € [n] so, dafl n, = 1.

Wir setzen
Vg = Z Vs
i€[n],i#k
und betrachten fiir die Tupel (qi1, ..., qin,€1)s -5 (Gp)1s - - - > Gp(n)ns Cp(n) ), die in den Tests
der Berechnung von A bei Eingabe von a vorkommen, das Ungleichungssystem in n — 1
Variablen

v+ ...+ @avn F

Qp(n)lvl + ...+ QP(n)nvn 7& Cp(n)
Mit Lemma 5.3.4 hat das Ungleichungssystem eine Losung (by,...,bk_1,0511,...,b,) €

R, Mit
by, = Z nibi
i€[n],i#k

erhalten wir ein b € R™, so dafl z € X gilt. Allerdings kann die Maschine A die béiden
Eingaben @ ¢ X und b € X nicht unterscheiden, da jeder durchgefiihrte Test dasselbe
Ergebnis liefert. Somit kann A das Problem X nicht entscheiden.

Zu (ii): Falls es ein boolesches beziiglich Pzr=-Reduktion NPr--vollstdndiges Problem
Y gibt, so gibt es auch eine Pgz=-Reduktion von X auf Y. Betrachten wir eine in po-
lynomieller Zeit berechenbare Funktion f : R* — {0,1}*. Da die Funktionswerte von f
boolesch sind, kénnen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit davon ausgehen daf die
diese Funktion in Zeit p(n) berechnende deterministische Turingmaschine A im Sinne von
R~ zuletzt jedes Element ihrer Ausgabe daraufhin testet, ob es boolesch ist. Wie oben
konstruieren wir nun fiir ein entsprechend grofies n € N zwei Eingaben a,b € R", mit
a¢ X und b € X, so da A bei Eingabe von a dasselbe Ergebnis liefert wie bei Ein-
gabe von b. Damit kann die Funktion f jedoch keine Pg=-Reduktion von X auf Y sein.
Somit gibt es kein boolesches beziiglich Pr--Reduktion NPz--vollstéindiges Problem. O

Die Struktur der reellen Zahlen mit Addition und additiver Inversenbildung liefert uns
also auf dem Wege des Standardtyps leider keine Informationen iiber die P = NP-Frage
im Klassischen.

5.3.2 Mit Addition, additivem Inversen und Ordnung

Fiigen wir zu der Struktur R~ noch die Ordnung hinzu, so erhalten wir die Struktur
R< = (R, +, —, <). Die Situation ist hier &hnlich wie in der oben betrachteten Struktur
R=.
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Satz 5.3.6 In der Struktur R< gilt
Pr< | {0,1} = P.

Beweis: Die Inklusion P C Pg< [ {0, 1} gilt wieder, da die booleschen Funktionen mittels
der Selektorfunktion simuliert werden koénnen.

Um die Inklusion Pg< [ {0,1} C P zu zeigen, betrachten wir wie im Beweis zu Satz
5.3.1 ein Problem X € Pgr< [ {0,1}. Fiir ein X’ € Pg< gilt dann X = X' N {0,1}*. Sei
wieder A die deterministische Turingmaschine im Sinne von R<, welche das Problem X’
in Zeit p(n) entscheidet. In der Berechnung von A kommen bei Eingabe von ¢ € {0, 1}*
wieder nur ganze Zahlen z mit |z| < 2P(™ 41 vor. Die biniiren Kodierungen dieser Zahlen
haben somit alle hochstens die Linge log(2°™) 41 = p(n) + 1.

Fiir eine geeignete Konstante C' € N lassen sich zwei ganze Zahlen in bindrer Kodierung
der Lange hochstens p(n) + 1 in hochstens C' - p(n) Schritten addieren oder beziiglich
der Ordnung vergleichen, und das additive Inverse einer solchen Zahl 148t sich ebenso
in hochstens C - p(n) Schritten berechnen. Eine klassische Turingmaschine A’, welche die
Maschine A simuliert, indem sie mit den entsprechenden Kodierungen rechnet, entscheidet
also fiir bindre Eingaben das Problem X’ und benétigt, da A fiir Eingaben der Lange n
hichstens p(n) Schritte lduft, hochstens C - (p(n))? Schritte. Somit gilt X € P. O

Bemerkung 5.3.7 Wie sich im Nachhinein herausgestellt hat, ist dieses Ergebnis auch
in [14] zu finden (allerdings ohne Beweis).

Hier sehen wir wieder, daf} es in bezug auf die Komplexitit von Berechnungen einen
groflen Unterschied macht, ob wir die Elemente des Universums einer Struktur als Kon-
stanten zu dieser Struktur hinzunehmen, oder nicht:

Bemerkung 5.3.8 Es lafit sich zeigen, daf fiir die Struktur (R<, (¢,).er) gilt:

P(R<v(cr)r€R) r {07 1} =P

(siehe hierfiir zum Beispiel [22] oder [26]). Mit Lemma 2.1.15 gilt aber P # P und mit
Satz 5.3.6 somit auch Pr< [ {0,1} # Pr< (c,),cs) | 10,1}. Damit gilt aber

PR< % P(R< 7(07‘)1"6R) .

Andererseits ist jede deterministische Turingmaschine im Sinne von R< auch eine deter-
ministische Turingmaschine im Sinne von (R<, (¢, )rer), es gilt somit Pr< C Pr< (c,),cn)-
Also gibt es ein Problem X C R*, welches nur unter Hinzunahme von Parametern im
Sinne von R< in polynomieller Zeit entschieden werden kann.

Beziiglich der zweiten Bedingung fiir den H;-Standardtyp erhalten wir wie fiir die
Struktur R~ ein positives Ergebnis. Der Beweis ldauft dhnlich wie im vorhergehenden Fall,
wird jedoch dadurch etwas komplizierter, daf§ wir auch noch fiir die Ordnung Sorge tragen
miissen. Wir benotigen zunéchst folgendes Lemma.
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Lemma 5.3.9 (Caratheodory) Sei V ein R-Vektorraum und seien b,ay, ..., a, Vekto-
ren aus V. Wenn es nichtnegative reelle Zahlen Ay, ..., A\, gibt, so daff b = Ma1+. ..+ \a,

gilt, so gibt es linear unabhdingige Vektoren a;,, ..., a; € {a1,...,a,} und nichtnegative
reelle Zahlen Ny, ..., N, so daff b= Na;, + ...+ N.a;, gilt.
Beweis: Falls die Vektoren ay,...,a, linear unabhéngig sind, ist nichts zu zeigen. Sind

die aq,...,a, andererseits linear abhéngig, so gibt es uq,...,pu, € R mit p; # 0 fiir
mindestens ein ¢ € [n| und pyay + ... + ppa, = 0. Wir wéhlen ein j € [n], so dafl |%|
J

minimal ist. Dann gilt a; = (=3 _,c 1,z i) - uj_l und somit
Aj
i€n],i£] Hi

Da A; > 0 fiir alle 7 € [n] gilt, und da |%| minimal ist, gilt auch \; — % - pi = 0 fiir alle
J J
i € [n] mit ¢ # j. Wenn wir diesen Schritt iterieren, erhalten wir schliellich die gesuchten

linear unabhéngigen Vektoren a;,, ..., a;, und die nichtnegativen Koeffizienten A, ..., A}.
(I

Mithilfe des Lemmas von Caratheodory 148t sich nun die folgende Aussage zeigen. Wir
bezeichnen hierbei mit der Léinge einer ganzen Zahl die Léange ihrer bindren Kodierung.

Lemma 5.3.10 Wenn ein System E aus n Ungleichungen

A+ A, < oo

A1+ oo Ay, < ag
1121+ oot i, < by

puTy o+ T, < by

mit ganzzahligen Koeffizienten X\ij, pi; der Linge n und mit ay, ..., ag, bi,..., b € R eine
Lésung hat, dann hat es auch eine Losung der Form (%, ., ), wobei ¢; und d; fiir
i € [n] Linearkombinationen in ay, ..., ag, by, ..., b, 1 sind, deren Koeffizienten ganzzahlig

und von in n polynomieller Linge sind.

Beweis: Sei also F ein derartiges System von Ungleichungen. Wir konstruieren zunéchst
ein Ungleichungssystem F', in dem keine strikten Ungleichungen mehr vorkommen, und
welches genau dann l6sbar ist, wenn das System £ losbar ist. Hierzu beobachten wir,
daB mit jeder der Ungleichungen der Form p; 2y + ... + iz, < b; fir ein hinreichend
grofles y die Ungleichung g2 -y + ... + pin®n -y < b; -y — 1 gilt. Wir bilden also das
Ungleichungssystem F":

A+ A, < oar-y
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Ak1x1++)\knl‘n < ag Y

H11%1 + . Ty < bly_l

T+t T, < bry —1
I <y

In F' kommen nun keine strikten Ungleichungen mehr vor, und das System FE ist genau
dann 16sbar, wenn das System F' losbar ist. Um das Lemma von Caratheodory anwenden
zu konnen, brauchen wir nun ein Gleichheitssystem, welches genau dann nichtnegativ
erfiillbar ist, wenn das System F’ erfiillbar ist. Hierzu fithren wir fiir jede Variable z; von
F' zwei neue Variablen u; und v; ein. Auflerdem fithren wir fiir jede der Ungleichungen
aus [ eine neue Variable w; ein. Damit erhalten wir das folgende Gleichungssystem G-

)\11(U1 — ’Ul) + ...+ Aln(un - ’Un) +wy — a1y = 0

Mea(ug —v1) 4+ oo+ Mg (g — ) +wp —agy = 0

par(uy — o) + oo pan(uy — o) F W — by = —1
pn(uy —vr) + oo (g — ) Fw, — by = —1
Wppr —Yy = —1

Das Gleichungssystem G hat nun genau dann eine nichtnegative Losung, wenn das Glei-
chungssystem F' eine Losung hat. Die der linken Seite von G entsprechende (n + 1) x
(3n + 2)-Matrix Mg hat dann die folgende Gestalt:

A1 —A11 - A=A, 10 L. 0 —ay
. 0 1 .
Al — Akl oo Akn —Akn —ay
Hir —H11 oo fin —Hin e —by
ir —p - fin —Min 1 0 —b
0 e 0 0 .01 —1

Da die Matrix Mg die (n+ 1) x (n + 1)-Einheitsmatrix enthélt, hat Mg den Rang n + 1.
Wenn das Gleichungssystem G eine nichtnegative Losung hat, gibt es mit dem Lemma von
Caratheodory somit eine aus n + 1 (als Spaltenvektoren aufgefasst linear unabhéangigen)

Spalten von Mg bestehende Matrix H und nichtnegative reelle Zahlen xy,...,x, 1, so
daf} gilt
0
T :
0
H- =1
Tnt1 :
-1
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Da die x1, ..., x, 1 nichtnegativ sind, muf} die letzte Spalte von Mg auch eine Spalte von
H sein, da andernfalls die letzte Zeile nicht erfiillbar ist. Mit der Cramerschen Regel gilt
nun fiir jede Komponente der Losung x4, ..., x,; die Gleichung

_ det H;

T et H
wobei H; diejenige Matrix ist, welche aus H entsteht, wenn die j-te Spalte durch den

k !

Vektor “(0,...,0,—1,...,—1) ersetzt wird. Da mit der Leibniz-Formel jede dieser Deter-
minanten die Form Eaes(nﬂ) sgn(0) - Zig(1) * - - - * Zm41)o(ns1) hat, also eine Summe aus
(n 4 1)! Produkten von je (n + 1) Zahlen ist, da die Koeffizienten \;; und p;; ganzzahlig
sind, und da in einem dieser Produkte jeweils nur eines der a; oder eines der b; vorkommt,
sind die Determinanten jeweils Linearkombinationen aus 1, aq, ..., ax, by, ..., b. Somit hat

die Losung x1,...,x, 1 schon die richtige Gestalt.

Da die Liange der A;; und der p;; nach Voraussetzung durch n beschrénkt ist, sind die
Koeffizienten in den Linearkombinationen betragsméfBig kleiner als (n+1)!-(n+1)-n und
somit, da (n+1)! < (n+1)™*Y fiir hinreichend groBes n gilt, auch kleiner als n(n+1)"+2).
Die Lange der Koeffizienten betrigt also hochstens logn + (n + 2) - log (n + 1) + 1.

Aus dieser Losung erhalten wir nun eine nichtnegative Losung des Gleichungssystems
G, indem wir die Variablen, die vorher durch das Streichen der Spalten weggefallen sind,
gleich null setzen. Daraus erhalten wir dann eine entsprechende Losung fiir das System F'
und schlieflich auch eine Losung fiir das urspriingliche System E. Diese hat dann die Form

(%, ..., ), wobei die c1, ..., ¢y, dy, . .., d, Linearkombinationen in 1, ay, ..., ax, by, ..., b
sind. Da hierbei nur einmal zwei Variablen miteinander multipliziert werden, bleibt die
Lange der Koeffizienten der Losung polynomiell beschrankt. O

Mit diesem etwas aufwendigeren Lemma 148t sich der ersehnte Satz beweisen.
Satz 5.3.11 In der Struktur R< gilt
NPxr< = BNPg<.
Beweis: Um die Behauptung zu zeigen, zeigen wir
SAT(RUD+ FML MIT PAR IN R<) € BNPx-<.

Mit Lemma 4.2.18 gilt dann NPr< = BNPx<.
Eine rudimentér-plus Formel mit Parametern 148t sich mit einem BNPr<-Algorithmus
in ein Ungleichungssystem der Form

A+ A, < oo

IA -
S
B

)\klxl + ...+ )\anL‘n
P11+ ot T, < by

iy + o T, <Dy
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mit ganzzahligen Koeffizienten A;; und p;; von polynomiell beschrankter Lénge und re-
ellen Zahlen aq,...,a, by,...,b umwandeln. Hierzu werden zunéchst in den einzelnen
Konjunkten die Parameter eingesetzt. Dann werden die einzelnen Konjunkte in Zeilen
des Ungleichungssystems iibersetzt. So wird zum Beispiel ein Konjunkt x; = z; durch die
beiden Zeilen

0
0

IL‘Z‘—I‘]‘

IA A

SL’]'—SL’Z'

wiedergegeben. Das Konjunkt z; + a = z; mit dem eingesetzten Parameter a wird durch
die beiden Zeilen

SL’]'—SL’Z'

wiedergegeben. Die {ibrigen Konjunkte werden analog umgewandelt. Vorsicht ist allerdings
bei einem Konjunkt der Form —x; = x; geboten. Hier mufl zunéchst geraten werden,
welche der beiden mégliche Zeilen z; —z; < 0 oder z; —x; < 0 in das System geschrieben
werden soll.

Mit dem vorhergehenden Lemma 5.3.10 hat das so konstruierte Ungleichungssys-

tem genau dann eine Losung, wenn es eine Losung der Form (2—1, ..., ) hat, wobei
n
Cly...,Cn,dy,...,d, Linearkombinationen von ay, ..., ax, by, ..., b;, 1 mit ganzzahligen Ko-

effizienten polynomiell beschrankter Lénge sind. Ein BNPgr<-Algorithmus, welcher bei
Eingabe einer rudimentér-plus Formel mit Parametern ein entsprechendes Ungleichungs-
system konstruiert, die Koeffizienten réit und iiberpriift, ob die geratenen Koeffizienten
eine Losung des Gleichungssystems liefern, arbeitet somit in polynomieller Zeit und ak-
zeptiert gerade das Problem SAT(RUD+ FML MIT PAR IN R<). O

Bemerkung 5.3.12 Auch hier [t sich wieder zeigen, daf fiir jede natiirliche Zahl i die
Gleichheit
EiP'R< = BEZP'R<

gilt. Siehe wieder [3].

Betrachten wir statt der Struktur R< die Struktur Q< = (Q, +, —, <), so erhalten wir
aus dem Beweis des vorherigen Satzes das folgende Korollar.

Korollar 5.3.13 Fir Q< = (Q,+, —, <) gilt

(i) Po< 1{0,1} =P

Beweis: Zu (i): Zunichst gilt offensichtlicherweise P C Pgo< [ {0,1}. Da Q< Substruktur
von R< ist, gilt andererseits auch Po< [ {0,1} C Pr< [ {0,1}. Mit Lemma 5.3.6 ist
jedoch Pr< [ {0,1} = P und somit auch Pgo< [ {0,1} = P.
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Zu (1i): Analog zum Beweis von Satz 5.3.11. O

Fiir die Struktur R< ist leider nicht bekannt, ob es ein boolesches beziiglich R<-
Reduktion NPx<-vollstindiges Problem gibt. Es ist also nicht bekannt, ob R< vom H;-
Standardtyp ist. Dennoch 148t sich mittels Turingmaschinen, welche Zugriff auf ein Orakel

haben, zeigen, daf}
Pr< = NPr< < P =NP

gilt (siehe hierzu [14]).

Nimmt man zu der Struktur R< noch die Multiplikation hinzu, so erhélt man den
angeordneten Korper der Reellen Zahlen. Kérper im Allgemeinen werden wir in Abschnitt
5.4 betrachten.

5.3.3 R mit Addition, additivem Inversen, Multiplikation und
Ordnung

Wir betrachten nun die Struktur R = (R, +, —, -, <), also die reellen Zahlen mit der Ad-
dition, der additiven Inversenbildung, der Multiplikation und der Ordnung. Zwar erlaubt
die Struktur R Quantorenelimination, es ist jedoch leider nicht bekannt, ob NPr = BNPx
gilt. Wir konnen dagegen zwei negative Ergebnisse zeigen.

Satz 5.3.14 In der Struktur R gilt:

(i) es gibt ein boolesches nicht im Sinne von R entscheidbares Problem

(ii) es gibt ein boolesches Problem, welches nicht in Pr liegt.

Beweis: Zu (i): Da die Symbolmenge von R endlich ist, kénnen deterministische Turing-
maschinen im Sinne von R binér kodiert werden. Somit gibt es hochstens ¥ viele derartige
Maschinen. Dagegen gibt es iiberabzéhlbar viele boolesche Probleme. Somit gibt es ein
boolesches Problem, welches nicht im Sinne von R entscheidbar ist.

Zu (ii): Wir zeigen wieder, dafl es mehr boolesche Probleme gibt als von Schaltkreis-
familien polynomieller Grofle im Sinne von R akzeptiert werden konnen. Hierzu konstru-
ieren wir fiir jede positive natiirliche Zahl k eine natiirliche Zahl n;, so dafl es ein Problem
X}, € {0,1}™ gibt, welches von keinem Schaltkreis der Grifle (ng)* akzeptiert wird. Das
Problem Y = Uk€N>O X wird dann von keiner Schaltkreisfamilie polynomieller Grofie
akzeptiert, denn wenn das Polynom, welches die Grofle der Schaltkreise beschrankt, den
Grad k hat, so wird nach Konstruktion von Y und n; das Problem Y N {0, 1}™ nicht von
dem Schaltkreis C,,, akzeptiert.

Betrachten wir also die Anzahl der von Schaltkreisen der Grofie hochstens n* bei
boolescher Eingabe berechneten Funktionen. Diese ist dieselbe wie die Anzalh der von
Schaltkreisen der GroBe hochstens n*, deren Knoten nicht mit Variablen gelabelt sind,
berechneten Funktionen. Wir wollen die Anzahl der Schaltkreise der Grofe hochstens n¥,
deren Knoten nicht mit Variablen gelabelt sind, berechnen.

Ein Schaltkreis der GroSe n* hat n* Knoten, welche jeweils mit einem der Symbole
+,—,-,<,=,0,1,1d, S gelabelt sind. Da wir auch Schaltkreise der Gréfie n’ < n* betrach-
ten miissen, fiigen wir ein weiteres Symbol hinzu, welches kennzeichnet, dafl der betref-
fende Knoten nicht Teil des Schaltkreises ist. Somit gibt es fiir das Label jedes Knotens
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10 Moglichkeiten. Insgesamt gibt es also 10(") = 2(n")log10 Moéglichkeiten, die Knoten
zu labeln. Da an jedem der Knoten hochstens drei Pfeile enden, gibt es zwischen je zwei
Knoten entweder keinen, einen, zwei oder drei Pfeile. Da es (n*)? = n? Paare von Knoten
gibt, gibt es somit 4(n*) = o(n*)log4 Moglichkeiten fiir die Pfeile. Insgesamt gibt es also
hochstens 207" leg4+(n)log 10 gehaltkreise der GroBe nk.

Allerdings gibt es 22" Funktionen von {0, 1} nach {0,1}. Da 2(7*)leg4+(n")log10 ~ 92
fiir hinreichend grofle n gilt, gibt es fiir jedes k eine natiirliche Zahl ny, so dafl es mehr
Funktionen von {0, 1} nach {0, 1} gibt, als Schaltkreise der Gréfe nf. Es gibt somit fiir
jedes k € N ein Problem X C {0, 1}, welches von keinem Schaltkreis der Gréfle (ny)*
akzeptiert wird. O

Bemerkung 5.3.15 Auch hier erhalten wir fiir die mit Konstanten fiir jedes Element
des Universums verldngerte Struktur (R, (¢,).cr) teilweise ein anderes Ergebnis. So laf3t
sich zeigen, daf jedes boolesche Problem im Sinne von (R, (¢;),ecr) in exponentieller Zeit
entscheidbar ist (siehe [22]). Dies ist analog zum Beweis von Satz 2.1.16 dadurch moglich,
daBl unendliche 0-1-Folgen in einzelne reelle Zahlen kodiert werden kénnen.

5.4 Korper

Als letzte Beispiele wollen wir Kérper betrachten. In Korpern ist es moglich, die Selektor-
funktion zu simulieren, indem bei Eingabe von z1, x9, 3 getestet wird, ob die Eingabe
binér ist, falls ja das richtige Ergebnis mittels des Terms (1 — 1) - x9 + 27 - 23 ausgegeben
wird, andernfalls z;. Wir verzichten deswegen in diesem Abschnitt ausnahmsweise auf die
Bedingung, dafl die betrachteten Strukturen eine Selektorfunktion besitzen.

Es ist leider nicht bekannt, ob in Korpern generell NP = BNPj gilt, oder ob es ein
boolesches NPy-vollstindiges Problem gibt. Allerdings 148t sich in Korpern der Charak-
teristik ungleich 0 die Gleichheit Py [ {0,1} = P zeigen:

Satz 5.4.1 In einem Kdorper KC mit char(KC) # 0 gilt
o Po {01} =P
o P [{0,1} =P

Beweis Sei K also ein Korper der Charakteristik p mit p # 0. Es ist klar, dal P C Py |
{0,1} gilt. Da andererseits K die Charakteristik p hat, ist F, (modulo Isomorphie) ein
Unterkorper von K. Es gilt also mit Lemma 4.3.2 die Gleichheit

Py [{0,1} = Pg, | {0,1}.

Da der Kérper F), endlich ist, gilt mit Lemma 5.0.10 allerdings Pg, [ {0,1} = P und somit
auch P [ {0,1} = P. Im nicht uniformen Fall analog. O

Fiir Korper der Charakteristik 0 ist fiir den uniformen Fall ein analoges Ergebnis
leider nicht bekannt. Im nicht uniformen Fall 148t sich jedoch auch hier die Gleichheit
Pr [ {0,1} = P beweisen. Wir betrachten dazu zunéchst den Korper Q der rationalen
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Zahlen. Ein Schaltkreis im Sinne von Q berechnet bei Eingabe von € € {0,1}* in jedem
seiner Knoten eine ganze Zahl. Leider konnen die berechneten Zahlen sehr groff werden,
weswegen es nicht moglich ist, einen solchen Schaltkreis ,straight forward“ mit einem
klassischen Schaltkreis polynomieller Grofle zu simulieren. Allerdings kénnen wir uns mit
dem Trick behelfen, den Schaltkreis modulo einer geeigneten Primzahl zu simulieren. Wir
bendétigen hierfiir folgendes Lemma.

Lemma 5.4.2 Sei N; die Menge der Zahlen, die von Schaltkreisen im Sinne von Q der
Gréfie hichstens t, deren Eingangsknoten nicht mit Variablen gelabelt sind, berechnet
werden. Dann gibt es eine Primzahl p; mit log(p;) < 2t*, welche kein n € Ny teilt.

Beweis: Sei N, also wie gefordert. Wir iiberlegen zunéchst analog zum Beweis von Satz
5.3.14, ii), wie viele Schaltkreise im Sinne von Q der Grofle ¢, deren Eingangsknoten nicht
mit Variablen gelabelt sind, es gibt. Dann ist |N;| hochstens so grofl wie diese Anzahl.

Ein solcher Schaltkreis der Groie ¢ hat ¢ Knoten. Da die Funktionen und Relatio-
nen von Q nur hochstens 2 Argumente haben, hat jeder Knoten hochstens 2 eingehen-
de Kanten. Es gibt ¢? mogliche Paare von Knoten in einem solchen Schaltkreis, diese
sind entweder mit keinem, mit einem oder mit zwei Pfeilen verbunden. Somit gibt es
3t* = 2(”1og3) Moglichkeiten fiir die Pfeile. Die Knoten sind jeweils mit einem der 6 Sym-
bole 0,1, +, —, -, = gelabelt, es gibt also 6! = 2(1°e6) Moglichkeiten fiir die Label der
Knoten. Insgesamt gibt es somit hochstens 2(”leg3+t1og6) msoliche Schaltkreise der GroBe
t. Bs gilt also |N;| < 2(#*log3+tlog6)

Ein solcher Schaltkreis der Grofe ¢ berechnet eine ganze Zahl z mit |z| < 2'. Somit hat
jedes der n aus N; auch hochstens 2 Primteiler. Alle Zahlen aus N; zusammengenommen

haben also hochstens
9t . 2(1&2 log 3+tlog6) __ 2(252 log 3+tlog 12)

Primteiler.
Mit 7(a) := |{p | p Primzahl , p < a}| gilt nach dem Primzahlsatz

7(a)

Ina

— 1 fiira — oo

(siehe zum Beispiel [8]). Somit gibt es eine Konstante A, so daf gilt

2y, A 200)
Andererseits gilt fiir hinreichend grofe ¢

2
A- 2(2t : > 2(1&2 log 3+t log12)
2 .

Somit gibt es mehr Primzahlen p mit p < 2(2%) yund somit auch mit log p < 2t? als Prim-

teiler von Zahlen aus N,. Es gibt somit eine Primzahl p, mit log p, < 2t2, welche keine der
Zahlen aus N, teilt. O

Damit folgt das Ergebnis fiir den Korper O:
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Satz 5.4.3 Fir den Korper Q = (Q,+, —,-) gilt
Po [{0,1} = P.

Beweis: Da die booleschen Funktionen mit den Funktionen aus Q simuliert werden
konnen, gibt es fiir jeden Schaltkreis im Sinne der Standardstruktur einen Schaltkreis
im Sinne von Q, welcher um einen linearen Faktor grofler ist und bei Eingaben aus {0, 1}*
den urspriinglichen Schaltkreis simuliert. Somit gilt P C Po{0, 1}.

Andererseits ist ein Problem in der Klasse Pg, wenn es eine gesetzte Familie (C),)nen-,
von Schaltkreisen polynomieller Grofie im Sinne von Q gibt, welche das Problem akzep-
tiert. Ein solcher Schaltkreis C), der Grofie ¢ berechnet bei Eingabe von € € {0,1}" in
jedem seiner Knoten eine ganze Zahl z mit |z| < 2. Mit dem vorhergehenden Lemma
5.4.2 gibt es eine Primzahl p,, deren binire Kodierung hochstens die Linge 2¢? hat und
die keine der moglicherweise berechneten Zahlen teilt.

Wir konstruieren eine Schaltkreisfamilie (C))pen., im Sinne der Standardstruktur,
indem wir den Schaltkreis C] den Schaltkreis C,, simulieren lassen, wobei nach jedem
simulierten Knoten von (), das Ergebnis modulo der Primzahl p,, berechnet und mit die-
sem weitergerechnet wird. Da somit alle vorkommenden Zahlen kleiner als p? sind, hat
der Schaltkreis C! polynomielle GroBe in n. Da die so konstruierten Schaltkreise eine
boolesche Eingabe genau dann akzeptieren, wenn die urspriinglichen Schaltkreise sie ak-
zeptieren, akzeptiert die Familie (C),)nen., das entsprechende Problem eingeschrankt auf
{0,1}. Dieses ist somit in der Klasse P. Es gilt also Pg [ {0,1} = P. O

Da ein Korper der Charakteristik 0 einen zum Korper Q isomorphen Unterkorper
enthilt, folgt mit diesem Satz das gewiinschte Ergebnis:

Korollar 5.4.4 In jedem Kérper K der Charakteristik 0 gilt
Pr [ {0,1} =P.

Beweis: Wenn ein Korper I die Charakteristik 0 hat, so gibt es einen zum Kérper Q
isomorphen Unterkorper @' von K. Mit Lemma 4.3.2 gilt also Px [ Q' = Po und somit
auch

Pk r{071} :PQ/ r{071}
Mit Satz 5.4.3 folgt also Px [ {0,1} = P. O
Es ist leider kein Algorithmus bekannt, welcher die Primzahlen p,, aus Lemma 5.4.2 in

polynomieller Zeit berechnet. Es ist also nicht bekannt, ob ein analoger Satz im uniformen
Fall gilt.



Anhang A

Zum Beweis von Satz 3.1.7

Beispielhafte Programmteile fiir die verschiedenen Knoten:
e Falls n der Eingabeknoten ist:

Kopiere die Eingabe auf Band 2 und schreibe auf Band drei in soviele
Felder, wie die Eingabe lang ist, eine 1:

(1,(compute Id, 1 to 2))

(2,(move 1 right))

(3,(move 2 right))

(4,(compute 1,1 to 3))

(5,(move 3 right))

(6,(if 1 =X then 7, else 1))

Setze Band 2 zuriick:
(7,(move 3 left))
(8,(if 2=\ then 9, else 7))

Kopiere die Einsen von Band 3 auf Band 2:
(9,(move 3 left))

(10,(if 3=\ then 14, else 11))
(11,(compute 1,1 to 2))

(12,(move 2 left))

(13,(if 1=\ then 9, else 9))

Setze den Zeiger von Band 2 an die richtige Position:
(14,(move 3 right))

(15,(if 3 =X then gg(), else 16))

(16,(move 2 right))

(17,(if 1=\ then 14, else 14))

e Falls n mit o; gelabelt ist:

Verschiebe den Zeiger von Band 2 um eine Position nach rechts:
(¢y,(move 2 right))
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(¢, +1,(if 1= X then qgp), else qa)))
e Falls n mit o, gelabelt ist:

Verschiebe den Zeiger von Band 2 um eine Position nach links:
(qy,(move 2 left))
(g +1,(if 1 =X then gz, else qgu)))

e Falls n mit z; — f(xj,,...,x;,) gelabelt ist:
Kopiere die Argumente von f auf Band 3:
(¢y,(move 2 right))

(q,7 + 1,(move 2 right))

( + (j1 — 1),(move 2 right))
(qn+j1,(compute Id, 2 to 3))
(¢y + (j1 +1),(move 3 right))
(qy + (j1 +2),(move 2 left))
(qy + (j1 + 3),(move 2 left))

(qn + (271 +1),(move 2 left))
(¢y + (2j1 + 2),(move 2 right))
(¢y + (2j1 + 3),(move 2 right))

(qy + (271 + j2 + 1),(move 2 right))

(qy + (241 + j2 + 2),(compute Id, 2 to 3))
(qy + (241 + j2 + 3),(move 3 right))

(qy + (251 + j2 + 4),(move 2 left))

(qy + (271 + j2 + 5),(move 2 left))

(qy + (271 + 22 + 3),(move 2 left))

(qy + (ZZ;I 2ji +2(n —1)),(move 2 right))
(g + (O°1Z; 24k +2(n — 1) 4+ 1),(move 2 right))

S 2k +2(n—1

Zk ]12]k+2 n—1)+ j,),(compute Id, 2 to 3))

(an + ( (11— 1) + (ju — 1)), (move 2 right))
(a + ( (n—1)
(¢ + Oor— 2k +2(n—1) + jn + 1), (move 3 right))
(@ + ( (n—1)
(a +( (n—1)

Zk %23164—2 n—1)4 j, +2),(move 2 left))
v 2Jk +2(n— 1) + j, + 3),(move 2 left))
(g + (O27=1 2k +2(n — 1) + 2j, + 1), (move 2 left))

Berechne den Funktionswert:
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(g5 + O_r— 2jk + 2n), (move 3 left))
(g + OCp—y 2jk +2n + 1),(move 3 left))

(¢ + Oor_y 2jk +2n +n),(move 3 left))
(¢ + O2r_12jk +2n+n+1),(compute f,3 to 3))

Schreibe das Ergebnis an die entsprechende Stelle von Band 2:
(g5 + Oor— 2jk +3n+2),(move 2 right))
(g + Oor_, 24k +3n+ 3),(move 2 right))

(gn + (X4, 245 +3n+ (i + 1)), (move 2 right))

(qn + (ZZ:1 2jk + 3n+ 1+ 2),(compute Id,3 to 2))
(g + OCr—y 2jk +3n+ 1+ 3),(move 2 left))

(gy + (X4, 2% + 30 + i+ 4),(move 2 left))

(gn + (34—, 2jk + 3n + 2i + 2),(move 2 left))

Springe in die zum néchsten Knoten gehorige Zeile:
(qy + (O p_y 2k +3n+20+3),(if 1 =X\ then ggu), else ggy)))

e Falls n mit Rx;, ...x;, 7 gelabelt ist:

Kopiere die entsprechenden Feldinhalte auf Band 3:
(qn,(move 2 right))

( + (iy — 1),(move 2 right))
(qn+21,(compute Id,2 to 3))
(qy + (i1 +1),(move 3 right))
(qy + (11 +2),(move 2 left))

(qn + (2i1 + 1),(move 2 left))

(g + (X571 2k +2(n — 1) — 1), (move 2 right))

(gn + (Zn_l 2ip, +2(n—1) +14, — 1),(move 2 right))
(gn + (Zk %2% +2(n—1)+1,),(compute Id,2 to 3))
(gn + Oopy 20 +2(n — 1) + i, + 1),(move 3 right))
(gn + (=) 26k +2(n — 1) + i, + 2),(move 2 left))

(qy + (Oop_; 2ip +2n — 1), (move 2 left))

Teste, ob die Relation auf die entsprechenden Elemente zutrifft und sprin-
ge in die entsprechende Zeile:
(qy + (Op; 20 +2n),(if R,3 then gg+(;, else ¢z—(p))
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e Falls  der Ausgabeknoten ist:

Teste, ob die Ausgabe leer ist:
(qn,(if 2 = )\ then qn + 26, else qy + 1))

Berechne, wie lang die Ausgabe ist:

(¢, + 1,(compute 0 to 3))

(qy +2,(move 2 left))

(¢, +3,(if 2,2 =1 then ¢, +4, else ¢, +8))
(¢y +4,(compute 1 to 3))

(qy +5,(move 2 left))

(¢y + 6,(move 3 left))

(g, +7,(if 1 =X then g, +3, else ¢,+3))

Kopiere die Ausgabe auf Band 4:

(gy + 8,(write 0 to 3))

(gy +9,(move 2 right))

(¢, + 10,(move 3 right))

(¢, +11,(if 2,2 =1 then ¢, +9 else ¢, +12))
(¢, +12,(move 2 right))

(gy +13,(move 2 right))

(qy + 14,(compute Id,2 to 4))

(g, + 15,(move 4 right))

(qy + 16,(move 3 left))

(¢, +17,(if 2,3 =1 then ¢, + 13, else ¢, + 18))
(qy + 18,(move 2 right))

(gy +19,(compute Id,2 to 4))

Setze den Zeiger von Band 4 an den Beginn der Ausgabe und halt:
(qy +20,(move 4 left))

(gy +21,(move 3 left))

(qy +22,(if 2,4 =1 then ¢, + 23, else ¢, +25))

(qy +23,(move 4 left))

(g, +24,(if 1 =\ then ¢, + 22, else ¢, +22))

(qy + 25,(move 4 left))

(¢, + 26, (stop))
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